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1 弱定常時系列のフーリエ表現 (Fourier Rep-

resentation of Stationary Time Series)

{Zt}で時間 tは連続時間−∞ < t <∞あるいは離散時間 t = · · · ,−1, 0, 1, · · ·
であるものを考える．なお実数値あるいは複素数値で，E|Zt|2 <∞とする

EZt = 0（一般には定数であるが，0としても一般性を失わない），

E(Zt+hZ̄t) = γh (−∞ < h < ∞ あるいは h = · · · ,−1, 0, 1, · · · )が満
たされるとき弱定常時系列 (Weakly Stationary Time Series)という．

L(Z) = {
n∑

k=1

ckZtkの形の線形結合 } ; 線形空間

つまり z ∈ L(Z) → αz ∈ L(Z)

z, w ∈ L(Z) → z + w ∈ L(Z)

0 ∈ L(Z)

内積を < z,w >= E(z w̄), z, w ∈ L(Z) で定義すれば内積空間とな

る．ノルムは ∥z∥2 = E|z|2 である．zn ∈ L(Z)に対し lim
n→∞

zn = z を

lim
n→∞

∥zn − z∥ = 0 で定義する．L(Z)をコーシー列が収束してその極限

を空間内に持つように完備化

L2(Z) ⊃ L(Z)

すればL2(Z)は Hilbert空間となる．また線形作用素Tt(shift operator)を

z =
∑n

k=1 ckZtk ∈ L(Z)に対して Ttz =
∑n

k=1 ckZtk+t で定義する．{Tt}
は次の性質をもつ．

a) ∥Ttz∥ = ∥z∥, z ∈ L(Z) (Unitary)

b) 各 t について Tt は 1対 1，全射で，T−1
t = T−t

c) T0 = I

d) TtTs = Tt+s (Group).
群：

結合律，

逆 元 ，

単位元

更に，Ttは a) ～d)の性質を保ったまま L2(Z)の上に一意的に拡張でき

る．つまり任意の z ∈ L2(Z)に対して lim
n→∞

zn = z なる zn ∈ L(Z)が存在

するので Ttz = lim
n→∞

Ttznと定義すればよい．
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Stoneの定理

（参照：竹之内脩「函数解析」朝倉 p149～, Functional Analysis by F.

Riesz and B. SZ.-Nagy (1955, 1972), Chapter X）

ヒルベルト空間H上で定義された線形作用素 Tt が a)～d)の性質に加

えて（ただし Tt:1対 1は必要ではない）

e) lim
s→t

Tsz = Ttz （tに関する連続性）

の性質を持てば

Tt =

∫ ∞

−∞
e2πitλdWλ

と一意的に表せる．ただし，Wλは次の性質をもつ（射影）作用素である．

(1) Wλ(αz1 + βz2) = αWλz1 + βWλz2 (線形性）

lim
zn→z

Wλzn = Wλz （連続性）

(2) W 2
λ = Wλ （射影）

(3) < Wλz1, z2 >=< z1,Wλz2 > （エルミート性）

(4) λ < µについてWλWµ =Wλ

(5) Wλ+0 = Wλ（λに関する右連続性）

(6) W−∞ = 0, W∞ = I
別証明

今後，shift operator Ttに e)の性質を持たせるために，次の仮定をおく．

仮定（Ztの tに関する連続性)

lim
s→t

Zs = Zt.

注）時間が t = · · · ,−1, 0, 1, · · · のように離散の場合にはこの仮定は自動
的に満たされる．

Lemma 　上の仮定から性質 e)が従う．
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Proof

まず，z ∈ L(Z)について e)が成り立つことを示す．z =
∑m

k=1 ckZtkと書

けるので，

∥Tsz − Ttz∥2 = ∥
m∑
k=1

ck(Ts − Tt)Ztk∥2

≤ (
m∑
k=1

|ck|2)
m∑
k=1

∥(Ts − Tt)Ztk∥2

= (
m∑
k=1

|ck|2)m∥Zs − Zt∥2

より明らか．z ∈ L2(Z)については zn ∈ L(Z) s.t. lim
n→∞

zn = z が存在す

ることから，不等式

∥Tsz − Ttz∥ ≤ ∥Ts(z − zn)∥+ ∥Tszn − Ttzn∥+ ∥Tt(z − zn)∥
= 2∥z − zn∥+ ∥(Ts − Tt)zn∥

の右辺で，nを十分大きくとれば 2∥z − zn∥2 ≤ ε
2
とでき，その nに対し，

sを tに十分近くとれば ∥(Ts − Tt)zn∥ ≤ ε
2
とできる．つまり，

∥Tsz − Ttz∥ ≤ ε

にできるので，証明された．

この仮定のもとで Stoneの定理を適用すれば，

Zt = TtZ0 =

∫ ∞

−∞
e2πitλd(WλZ0)

と定常時系列 {Zt}は表現できることになる (Cramér, 1942)．そこで，演

算子Wλと同じ記号を用いてWλ = WλZ0と定義すればWλはふたたび 1

つの確率過程で，次の性質をもつ．

(i) lim
λ→−∞

Wλ = 0, lim
λ→∞

Wλ = Z0 （(6)より）

(ii) lim
λ→λ0+0

Wλ =Wλ0（右連続性，(5)より）

(iii) λ1 < λ2 < λ3 < λ4 について< Wλ4 −Wλ3 ,Wλ2 −Wλ1 >= 0 すなわ

ち E(Wλ4 −Wλ3)(Wλ2 −Wλ1) = 0 （直交増分性）
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このようなWλを λをインデックスとする確率過程 {Wλ} と考えたとき，
直交増分過程という．直交増分過程の例として有名なものに，次のよう

なものがある．

例 1．ランダムウォーク (Random Walk)

{Xi}ni=1を独立同分布な確率変数の集まりとしたとき，Sm =
∑m

i=1Xi,

m = 1, · · · , nを考えれば {Sm}nm=1が直交増分（独立増分）過程で

あることは明らか．

例 2．ブラウン運動 (Brownian Motion)

例 1の連続時間版で，分布を正規分布に限定したものがブラウン運

動である．ウィナー過程とも呼ばれる．ブラウン運動 {Bt}とは，直
交増分過程で，Bt − Bs , s < tがN(0 , (t− s)σ2)に従うものをい

う．特に σ = 1のときを標準ブラウン運動という．もちろんブラウ

ン運動は分布の正規性から独立増分にもなる．

定常時系列のスペクトル表現� �
弱定常時系列 {Zt}は

Zt =

∫ ∞

−∞
e2πitλdWλ

と表現できる．ただし E(dWλ)(dWµ) = 0 , λ ̸= µである．� �
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Karhunen-Loeve の定理

定常時系列のスペクトル表現は非定常の場合にも次のように拡張で

きる．自己共分散関数 γ(s, t) = E(ZsZ̄t) が

γ(s, t) =

∫
Λ

f(s, λ)f̄(t, λ)dµ(λ), f(t, ·) ∈ L2(Λ, µ)

と表現できれば，直交増分過程 {Wλ.λ ∈ Λ} が存在して

Zt =

∫
Λ

f(t, λ)dWλ

と表現できる (Abstract Inference by U. Grenendar (1981), Wiley).

なお， f(s, λ) は瞬間スペクトル（instantaeous spectral)と呼ばれる．

この表現の例としては，ウエーブレット (Wavelent)がある．f(t, λ) =
1√
a
ψ
(
t−b
a

)
にとれば，信号Zt のウエーブレット表現

Zt =

∫
Λ

1√
a
ψ

(
t− b

a

)
dWλ

が得られる．ただし λ = (a, b)である (Kawasaki and Shibata (1995)).

更に，{Zt}がこのような表現をもてば自己共分散関数

γh =< Zt+h , Zt >= E(Zt+hZ̄t)

も同じような表現をもつことも示そう．

γh = <

∫ ∞

−∞
e2πi(t+h)λdWλ,

∫ ∞

−∞
e2πitµdWµ >

=

∫ ∞

−∞
e2πi(t+h)λdλ(< Wλ,

∫ ∞

−∞
e2πitµdWµ >)

=

∫ ∞

−∞
e2πi(t+h)λdλ(

∫ ∞

−∞
e−2πitµdµ < Wλ,Wµ >)

ここで∫ ∞

−∞
e−2πitµdµ < Wλ,Wµ >

=

∫ λ

−∞
e−2πitµdµ < Wµ,Wµ > +

∫ ∞

λ

e−2πitµdµ < Wλ,Wλ >

=

∫ λ

−∞
e−2πitµdµ∥Wµ∥2
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従って

γh =

∫ ∞

−∞
e2πi(t+h)λe−2πitλdλ∥Wλ∥2

=

∫ ∞

−∞
e2πihλ∥dWλ∥2

と表現できる．

普通

dF (λ) = ∥dWλ∥2

とおいて，

γh =

∫ ∞

−∞
e2πihλdF (λ)

と書く．dF (λ) は {Zt} を {Wλ} に変換（分解）したときの {Wλ} の増
分 dWλ の大きさ (power) である．そこで F (λ) はスペクトル分布関数

（power spectral distribution)と呼ばれる．ただし，F (λ) =
∫ λ

−∞ dF (λ)で，

F (−∞) = 0と定義しておく．したがって，F (λ) = ∥Wλ∥2, F (∞) = ∥Z0∥2

であり，右連続である．

-

6

t

Zt

時間領域

-

6

h

γh

-

6

λ

Wλ

周波数領域

-

6

λ

F (λ)
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{Wλ}は直交増分過程なので，その共分散は F (λ)だけで特定できる．

すなわち

< Wλ,Wµ > = ∥Wλ∥2 = F (λ) λ < µ

= ∥Wµ∥2 = F (µ) λ ≥ µ.

一方，もとの {Zt}の共分散は {γh}−∞<h<∞ で定まる．そしてその間の関

係が EQ1

γh =

∫
e2πihλdF (λ) (1)

である．また，一般に

F (λ) = Fa(λ) + Fd(λ) + Fs(λ)

と分解でき 特異ス

ペクト

ルをも

つ例


Fa(λ) =

∫ λ

−∞ f(λ)dλ （絶対連続，absolutely continuous）

Fd(λ) （離散，ジャンプ，discrete）

Fs(λ) （特異，singular）

であるが，Fd(λ) = Fs(λ) = 0ならば（6）は

γh =

∫ ∞

−∞
e2πihλf(λ)dλ

と表せる．

次のような場合にはさらに特殊な形をとる．

(a)時間 tが整数値．

整数 t, hに対し，e2πitλ, e2πihλは λに関して周期 1の周期関数なので

Zt =

∫ 1
2

− 1
2

e2πitλdWλ,

γh =

∫ 1
2

− 1
2

e2πihλdF (λ)

と書き換えられる．またさらに F (λ) が絶対連続部分だけを持つな

ら，その密度は

f(λ) =
∞∑

h=−∞

e−2πihλγh

と（逆）表現できる．
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(b) {Zt}が実数値しかとらない．

dWλ = dW
(1)
λ + idW

(2)
λ

とおくと，

Z̄t =

∫
e−2πitλdW̄λ =

∫
e2πitλdW−λ

=

∫
e2πitλdWλ = Zt

より，dW−λ = dWλ．従って，

dW
(1)
−λ = dW

(1)
λ , dW

(2)
−λ = −dW (2)

λ .

一方，{Wλ}の性質 (iii)より

E(Wλ+∆ −Wλ)(W−λ −W−λ−∆) = 0

であるから dW
(1)
λ , dW

(2)
λ は次の性質をもつ．

(i) ∥dW (1)
λ ∥2 = ∥dW (2)

λ ∥2

(ii) ∥dW (1)
λ ∥2 + ∥dW (2)

λ ∥2 = dF (λ), dF (λ) = dF (−λ)，

(iii) < dW
(1)
λ , dW

(2)
λ >= 0

従って，

Zt =

∫
e2πitλ(dW

(1)
λ + idW

(2)
λ )

=

∫
cos 2πtλdW

(1)
λ −

∫
sin 2πtλdW

(2)
λ

+i

(∫
cos 2πtλdW

(2)
λ +

∫
sin 2πtλdW

(1)
λ

)
= 2

(∫ ∞

0

cos 2πtλdW
(1)
λ −

∫ ∞

0

sin 2πtλdW
(2)
λ

)
,

γh = 2

∫ ∞

0

cos(2πhλ)dF (λ) とも書ける．

（(i)～(iii)を示せ．レポート問題）
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注）ただし，さらに tが整数値しかとらないときは 0 ≤ λ < 1
2
の範囲

だけの積分になるが，λ = −1
2
でジャンプがあると（つまりFd(−1

2
+0)−

Fd(−1
2
) > 0の場合)，その部分だけの修正が必要．

例 1 巡回過程（circular process）

{Zt} t = · · · ,−1, 0, 1, · · · （離散時間）, 弱定常

Zt+r = Zt :　周期 r
すると，γk = γk+r, k = · · · − 1, 0, 1, · · ·

この例は r → ∞ とすることによって任意の弱定常過程を近似できる

簡単なモデルを与える点で興味深い．

{Z1, Z2, · · · , Zr}の共分散行列は

Γ = (γi−j) =

 γ0 γ̄1 · · · γ̄r−1

...
...

γr−1 · · · · · · γ0

 =

 γ0 γr−1 · · · γ1
...

...

γr−1 γr−2 · · · γ0


で巡回行列（circular matrix）となる．このような行列の固有値は

νj =
r−1∑
k=0

γk exp(−2πijk/r) ≥ 0, j = 1, · · · , r (2)

と明示的に表せるので

γk =
r−1∑
j=0

νj
r
exp(2πijk/r) (3)

と表現できる．((2)と (3)を確かめよ．レポート問題）．

単位根

r次の単位根 ω = exp(2πi/r)を導入すれば上の関係は

νj =
r−1∑
k=0

γkω
−jk, γk =

1

r

r−1∑
j=0

νjω
jk

のように表すこともできる．

表現

γk =

∫ 1
2

− 1
2

e2πikλdF (λ)
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と比較すれば，ν0 = νrとおいて

dF (λ) =


ν−j/r at λj = −j/r j = −

[
r
2

]
, · · · ,−1, 0

νr−j/r at λj = −j/r j = 1, 2, · · · , r −
[
r
2

]
− 1

0 その他

つまり，次の図のようにジャンプばかりのスペクトル分布 F (λ) = Fd(λ)

である．

-

6

λ

γ0

F (λ)

−1
2

1
20

このことは，直接，γh = γh−rの性質から導くこともできる．すなわち

任意の整数 hについて∫ 1
2

− 1
2

e2πihλdF (λ) ≡
∫ 1

2

− 1
2

e2πi(h−r)λdF (λ)

より ∫ 1
2

− 1
2

e2πihλ
(
1− e−2πirλ

)
dF (λ) ≡ 0

が成立するが，フーリエ変換の一意性より

(1− e−2πirλ)dF (λ) ≡ 0.

これが成り立つためには 1 ̸= e−2πirλとなる λについては dF (λ) = 0，つ

まり rλ =整数のところだけ dF (λ) ̸= 0となるしかないことがわかる．
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従って，λj = j/rとし，そこでのジャンプを ξjとすれば

γk =

r−[ r2 ]−1∑
j=−[ r2 ]

e2πikλjξj 　ｋ = 0, 1, 2, · · · , r − 1.

これを連立方程式として解けば，{ξj}は先の {νj/r}と集合として一致す
ることがわかる．

（レポート，r = 4のとき，上の連立方程式を解き，{ξj} が {νj/r}と一
致することを確かめよ．）

また，F (λ)の形から {Wλ}自身

Wλ =
∑
λj≤λ

Xj つまり dWλ =

{
0 λ ̸= λj
Xj λ = λj

, j = −
[r
2

]
, · · · , r −

[r
2

]
− 1

と表せるはずである．ただし，{Xj}は無相関な（複素数値の）確率変数
で E|Xj|2 = dF (λj), EXj = 0である．したがって {Zt}は

Zt =

∫ 1
2

− 1
2

e2πitλdWλ =

r−[ r2 ]−1∑
j=−[ r2 ]

e2πitλjXj

と有限和で表現されることになる．

特に，{Zt}が実数値のときは ξj = ξ−jより，r = 2m（偶数）ならば自

己共分散 γkは

γk =
m−1∑
j=−m

(cos 2πkλj + i sin 2πkλj) ξj

= 2
m−1∑
j=1

(cos 2πkλj) ξj + (cos 2πkλ−m + i sin 2πkλ−m) ξ−m + ξ0

= 2
m−1∑
j=1

ξj cos 2πkλj + ξ0 + ξ−m cos πk,

r = 2m+ 1（奇数）ならば

γk =
m∑

j=−m

(cos 2πkλj + i sin 2πkλj) ξj

= 2
m∑
j=1

ξj cos 2πkλj + ξ0
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と表現できる．

この γh の表現に対応して，Zt自身も

Xi = X
(1)
j + iX

(2)
j より X

(1)
−j = X

(1)
j , X

(2)
−j = −X(2)

j

となることより，また，特にX
(2)
0 = 0であることより

Zt =

r−[ r2 ]−1∑
j=−[ r2 ]

(
X

(1)
j cos 2πtλj −X

(2)
j sin 2πtλj

)
と表現でき，r = 2mなら

Zt = 2
m−1∑
j=1

X
(1)
j cos 2πtλj +X

(1)
0 +X

(1)
−m cosπt

(
λj =

j

2m

)
r = 2m+ 1なら

Zt = 2
m∑
j=1

X
(1)
j cos 2πtλj +X

(1)
0

(
λj =

j

2m+ 1

)
となることがわかる．この表現から，{Zt} は周波数 λjの余弦波で強さが

2X
(1)
j の波の線形結合であらわせることがわかる．

r = 2m = 2のとき Zt = X
(1)
0 −X

(1)
−1 cosπt

r = 2m+ 1 = 3のとき Zt = 2X
(1)
1 cos(2πt1

3
) +X

(1)
0

r = 2m = 4のときZt = 2X
(1)
1 cos(2πt1

4
) +X

(1)
0 −X

(1)
−2 cos πt

一般に，このような離散時間の定常時系列の表現には，周波数1/2（Nyqusit

周波数）以上の波は含まれない．これは上の例でもわかるが，より一般

的にはスペクトル表現から明らかである. つまり，時間間隔が 1 の観測

では，周波数 1/2 以上の波は同定できない．当然，時間間隔が h ならば

h/2 が Nyqusit 周波数である．

注）位相のずれた波でも，三角関数の和の公式から，正弦波も用いれば位

相 0の波の合成で表される．（レポート，c1 cos
(
2π
(
t
4
+ λ0

))
+c2 cos

(
2π t

2

)
+

c3 を cos π
2
t，cosπt，sin π

2
t，1の線形結合で書き直せ．）

例 2 ランダムな振動 （連続時間）
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Zt = r cos 2π(t+ θ) −∞ < t <∞ ，実数値

r : 0 ≤ r <∞ , Er2 = σ2である確率変数

θ :
[
−1

2
, 1
2

]
上の一様分布に従う確率変数

とすれば rは振幅，θは振動を定める．ただし rと θは独立と仮定する

γh = E(r cos(2π(t+ h+ θ)) · r cos(2π(t+ θ)))

= E(r2)E(cos 2π(t+ h+ θ) · cos 2π(t+ θ))

=
σ2

2
E(cos 2π(2t+ h+ 2θ) + cos 2πh)

=
σ2

2
E(cos 2πh) =

σ2

2
cos 2πh

従って，{γh}は γh+1 = γh で，例 1 と同じ連続時間の巡回過程の例であ

る．これは， Zt = Zt+1 であることからも明らかである．

これより

dF (λ) =

{
σ2

4
λ = ±1

0 その他

を得る．確かに，γh = 2

∫ ∞

0

cos(2πhλ)dF (λ) =
σ2

2
cos 2πhとなっている．

また，{Zt}自身は直交増分過程

dWλ =


r
2
e2πiθ λ = 1

r
2
e−2πiθ λ = −1

0 その他

を用いて，

Zt =

∫ ∞

−∞
e2πitλdWλ

=
r

2
e−2πiθe−2πit +

r

2
e2πiθe2πit

とあらわせ，周波数 1 と -1 の余弦波のランダムな和となっていることが

わかる．この時系列は 2点観測できればすべての値がわかるはずである．
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例 3 白色雑音（white noise）

Zt = at t = ...,−1, 0, 1, ...

ただし，{at}は実数値をとる確率変数で，直交し E(at) = 0,Var(at) =

σ2 ̸= 0. 正規分布を仮定することもあるがその場合は正規白色雑音と

いう．

γh =

{
σ2 h = 0

0 その他

このような γh を与えるスペクトル密度は f(λ) = dF (λ)/dλ = σ2しかな

いことはすぐわかる．従って

Zt =

∫ 1/2

0

2 cos(2πtλ)dW
(1)
λ −

∫ 1/2

0

2 sin(2πtλ)dW
(2)
λ

と表せることになる．ただし，dW
(1)
λ , dW

(2)
λ はそれぞれ平均 0，分散 σ2

2
dλ 複 素 数

値 正 規

白 色

雑音

の直交増分過程．

{at}が正規白色雑音ならば対応する {W (1)
λ }と {W (2)

λ }はブラウン運動に
ほかならない．

例 4 移動平均過程 ( Moving Average Process)

例 3 の 白色雑音 {at} を用いて

Zt =

q∑
j=0

ψjat−j

と表せる {Zt} を次数 q の移動平均過程といい，MA(q)で表す．（ レポー

ト: {Zt} のスペクトル表現とスペクトル密度を求めよ．）さて

(i) Zt = at +
1
2
at−1, at の平均は 0, 分散は 1 とする．

(ii) Zt = at + 2at−1, at の平均は 0, 分散は 1/4 とする．

を考えると (i)，(ii)ともに同じスペクトル密度 f(λ)をもつことはすぐわ

かる．言い換えれば同じ {γh}をもつ確率過程である．同じ {γh}を持った
{Zt}なのに 2通りの表現ができることになる．もちろん，(i)での {at}と
(ii)での {at}は，定数倍の違いだけでなく，次のような違いがある．
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(i) at = Zt −
1

2
Zt−1 +

1

4
Zt−2 + · · ·

(ii) at =
1

2
Zt+1 −

1

4
Zt+2 +

1

8
Zt+3 + · · ·すなわち2at = Zt+1 −

1

2
Zt+2 +

1

4
Zt+3 + · · ·

すなわち，過去の {Zt}で表されるか，将来の {Zt}で表されるかの違い
である． bispectrum
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2 弱定常時系列の幾何学

{Zt} , t = · · · ,−1, 0, 1, · · ·（離散時間，複素数値）なる弱定常時系列
を考える．

Ht = L2(Zs : s ≤ t) ⊂ L2(Z).

· · · ⊂ H−1 ⊂ H0 ⊂ H1 ⊂ · · · ⊂ L2(Z) である．Ht −Ht−1 = Ht

∩
H⊥

t−1と

すれば

dim(Ht −Ht−1) ≤ 1.

もし，ある tで dim(Ht−Ht−1) = 0ならすべての tで dim(Ht−Ht−1) = 0

（レポート：Shift operator Ttを用いてこれを示せ）．さらに一般的にある

s < tで dim(Ht−Hs) < t−sならば，すべての s < tで dim(Ht−Hs) = 0．

このような場合には， lim
t→−∞

Ht = H−∞が，H−∞ = Ht = L2(Z)となるの

でこの弱定常過程は純決定的と呼ばれる．このような特殊な場合以外は

dim(Ht −Ht−1) = 1である．なお， Ht = ∪s≤t(Hs −Hs−1) ∪H−∞ であ

る．

定理 (Wold の分解定理）

{Zt}が平均 0の弱定常過程ならば，

Zt =
∞∑
s=0

ψsut−s + vt

と一意的に分解される．ただし，ψsは定数で
∑

|ψs|2 <∞．{ut}は平均
0，分散 1の直交過程で，ut ∈ Ht −Ht−1，vt ∈ H−∞，{vt} ⊥ {ut}．

証明 z が存

在 す る

こと
Z∗

s を ZsのHs−1への projection, i.e. ∥Zs − z∥−→min，z ∈ Hs−1とし

て，us = (Zs −Z∗
s )/∥Zs −Z∗

s∥と定義すれば ∥us∥ = 1で us ∈ Hs −Hs−1．

しかも，< us, us′ >= 0 s ̸= s′は明らか．すなわち，{us}は直交過程で
ある．また，作り方によらない（レポート）．ψs =< Zt, ut−s >と定義す

れば，

0 ≤ E

∣∣∣∣∣Zt −
m∑
s=0

ψsut−s

∣∣∣∣∣
2

= E|Zt|2 −
m∑
s=0

|ψs|2

従って，

m∑
s=0

|ψs|2 ≤ E|Zt|2 = γ0 で，
∞∑
s=0

|ψs|2 <∞であることがわかる．
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これより ∥∥∥∥∥
m∑
s=0

ψsut−s −
n∑

s=0

ψsut−s

∥∥∥∥∥
2

=
n∑

m+1

|ψs|2

は，m < nを十分大きくとることにより，いくらでも小さくなる．すなわ

ち

m∑
s=0

ψsut−sは Cauchy列．ヒルベルト空間Htの完備性より

∞∑
s=0

ψsut−s

が存在し Htの要素となる．vt = Zt −
∞∑
s=0

ψsut−sと定義すれば t ≥ sの

とき

< us, vt > = E

(
us(Zt −

∑
l

ψlut−l)

)
= E

(
usZt

)
− ψt−sE|us|2

= ψt−s − ψt−s = 0,

t < sのときは，us ∈ Hs −Htより

us ⊥ vt i.e. < us, vt >= 0.

いずれにしても {us} ⊥ {vt}が成立する．
vt ∈ H−∞ =

∩
s≤t

Hsを示すために，
∃s , vt /∈ Ht−sと仮定すると，vt =

v
(1)
t + v

(2)
t ，v

(1)
t ∈ Ht−s ，v

(2)
t ̸= 0 ∈ Ht −Ht−sと分解できる．ところで，

Ht −Ht−s = Span{ul; t− s+ 1 ≤ l ≤ t}

なので，v
(2)
t =

s−1∑
l=0

clut−lと表せる．従って

< vt, ut−l > = < v
(1)
t , ut−l > + < v

(2)
t , ut−l >

= 0 + clE|ut−l|2

= cl .

ところが，{vt} ⊥ {us}より cl = 0．結局，v
(2)
t = 0で矛盾．

一意性は，もしZt =
∞∑
s=0

ψ′
sut−s + vtと表せたとすると，

∑
s

(ψs − ψ′
s)ut−s = 0．

従って，

0 = ∥
∑
s

(ψs − ψ′
s)ut−s∥2 =

∑
s

|ψs − ψ′
s|2
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すなわち，ψs ≡ ψ′
sよりいえる．

{vt}は {Zt}の決定的部分と呼ばれる．Zt = vt なら {Zt} は純決定的
(purely deterministic) と呼ばれ，vt = 0 なら純非決定的 (purely nonde-

terministic) と呼ばれる．もちろん dim(Ht −Ht−1) = 0ならZt ≡ vtであ

る．また一般的にZt − Z∗
t をイノベーション（innovation）と呼ぶ．{ut}

のように正規化されたイノベーションを標準イノベーションと呼ぶ．

たとえば，例 4の (i)は vt ≡ 0の例になっている．

(i) at = ut , ψ0 = 1, ψ1 =
1
2
, ψ2 = · · · = 0．なぜなら

at =
∞∑
l=0

(
−1

2

)l

Zt−l で ∈ Ht −Ht−1

となるのでWold分解の一意性より従う．一方，例 4の (ii)は

(ii) at ̸= utで，表現

2at =
∞∑
l=0

(
−1

2

)l

Zt+l+1

を持つが，これは時間を逆方向に考えてH t = L2{Zs, s > t}をHt

の代わりに考えたときの表現である．つまり，at ∈ H t −H t+1. 一

方，at + 2at−1 ∈ Ht − Ht−2. しかし，Ht − Ht−2 = (Ht − Ht−1) +

(Ht−1−Ht−2)が直交分解であることに注意すれば，at ∈ Ht−Ht−1.

結局H t − H t+1 = Span(at) = Ht − Ht−1 となる．すると，Wold

分解

Zt = ψ0at + ψ1at−1 + ...+ vt

に加えて，時間を逆にした

Zt = ψ0at + ψ1at+1 + ...+ vt

も成立することになるが，Zt ̸= vt とすると Zt = at でなければな

らず，もとの表現に矛盾する．したがって Zt = vtで純決定的な時

系列になっている．

この分解定理をスペクトルの言葉で解釈し直すと，ut，vtはそれぞれ

ut =

∫
e2πitλdUλ ,

vt =

∫
e2πitλdVλ
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と書けるはずで，

Zt =
∑
l

ψlut−l + vt

=

∫
e2πitλ

(∑
l

ψle
−2πilλ

)
dUλ +

∫
e2πitλdVλ

=

∫
e2πitλ

{(∑
l

ψle
−2πilλ

)
dUλ + dVλ

}
.

従って，{Uλ} ⊥ {Wλ}より

dF (λ) = ∥
∑
l

ψle
−2πilλdUλ∥2 + ∥dVλ∥2

= |
∑
l

ψle
−2πilλ|2∥dUλ∥2 + ∥dVλ∥2

= |
∑
l

ψle
−2πilλ|2dλ+ ∥dVλ∥2 .

この形をみれば，純非決定的な部分がスペクトルの絶対連続部分に対

応し，決定的が残りのスペクトルを定めることがわかる．

なお，例 1，例 2での {Zt}はWoldの分解定理での純決定的な vtの部分

からだけなる例であり，例 3，例 4の (i)は純非決定的な
∑
ψlut−lの部分

だけの例，例４の (ii)は絶対連続でない部分だけの例であることになる．

なお，Ψ(z) =
∞∑
l=0

ψlz
l は複素数 zを変数とする複素関数とみたとき伝

達関数 (trasfer function)と呼ばれる．

Woldの分解定理の意味

この定理は，数学としては，ヒルベルト空間上の直交分解にすぎない．

しかし，{ut}は直交過程であって，独立過程とは限らないことに注意が
必要である．正規性を仮定すれば独立になるが，そうでない限り {ut}は
独立ではなく，互いにある程度の情報を共有している．したがって，ヒ

ルベルト空間 Ht−1への射影 Z∗
t と σ-集合体Ft−1 = F{Zs : s ≤ t− 1}に

関する条件付平均値

Zt|t−1 = E(Zt|Ft−1)

が必ずしも一致しない．実際，Woldの分解定理を用いればZt|t−1とZ∗
t は

Zt|t−1 = Z∗
t + ψ0E(ut|Ft−1)
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の関係にある．utの平均は 0であるが，条件付平均は必ずしも 0ではない．

条件付平均値が一般的に最良予測を与えることは，次のことから容易

にわかる．Y とZを 2つの確率変数，gを任意の可測な関数としたとき，

E(Z − g(Y ))2 = E(Z − E(Z|Y ) + E(Z|Y )− g(Y ))2

= E(Z − E(Z|Y ))2 + 2E
(
(Z − E(Z|Y )) (E(Z|Y )− g(Y ))

)
+E(E(Z|Y )− g(Y ))2

= E(Z − E(Z|Y ))2 + E(E(Z|Y )− g(Y ))2

≥ E(Z − E(Z|Y ))2 .

もちろん正規性の仮定があれば一致し，Z∗
t = Zt|t−1である．ここで正規分

布と線形性が結び付くのは，(X,Y )が 2変量正規分布に従うとしたとき，

E(Y |X) = αX + β

の形になることを思い出せば，理解できるであろう（レポート：(X,Y ) ∼
N(µ,Σ)のとき上のα, βを求めよ）．一般的にZ∗

t を線形最良予測，Zt|t−1

を最良予測と呼ぶことが多い．上の不等式から

∥Z∗
t − Zt∥2 ≥ ∥Zt|t−1 − Zt∥2

である．

3　弱定常時系列の予測
vt ̸= 0
のとき

の予測
Woldの分解定理で，vt = 0と仮定すれば

Zt =
∞∑
j=0

ψjut−j

なる表現をもつので，ut−1, ut−2, · · · が与えられたときのZtの最良線形予

測は

Z∗
t =

∞∑
j=1

ψjut−j

で与えられ，その予測誤差は

E|Zt − Z∗
t |2 = |ψ0|2

20



となる．以下この章では常に vt = 0と仮定する．しかし，ut−1, ut−2, · · ·
は直接観測できるわけではないので，Zt−1, Zt−2, · · · が与えられたときの
最良線形予測を求めるには，{Zt}のAR(∞)表現（Infinite Order Autore-

gressive Representation）

∞∑
j=0

ϕjZt−j = ut

が必要となる．ただし，ϕ0 = ψ0 = 1で，{ut}はWold分解のときと同

様に {Zt}のイノベーションである．このとき，Ztの最良線形予測つまり

E|Zt −
∑∞

l=1 alZt−l|2 を最小にするZ∗
t =

∑∞
l=1 alZt−lは

Z∗
t = −

∞∑
j=1

ϕjZt−j

で与えられる．

この AR(∞)表現に対応して，先のWold分解で vt = 0と仮定したと

きの

Zt =
∞∑
l=0

ψlut−l

なる表現（例 4）をMA(∞)表現という．また，B = T−1 を Backward

Shift operatorとして，

Zt = Ψ(B)ut

とも表す．AR(∞)表現はΦ(z) =
∞∑
j=0

ϕjz
j として

Φ(B)Zt = ut

である．しかし，AR(∞)表現が無条件に可能であるとは限らない．その

ための 1つの条件が

条件（可逆性）

複素関数 Ψ(z) =
∞∑
j=0

ψjz
j が |z| ≤ 1 で正則で 0 とならない．

である．
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定理

可逆性の条件が満たされれば，{Zt}はAR(∞)表現をもつ．

証明

Ψ(z)は |z| ≤ 1で正則であるので，

∃ε > 0 1/Ψ(z) =
∞∑
j=0

ϕjz
j , |z| < 1 + ε .

従って，ϕj(1 + ε
2
)j は j → ∞ としたとき 0に収束する．このことは，

∃K > 0

|ϕj| < K
(
1 +

ε

2

)−j

, j = 0, 1, 2, · · ·

を意味する．このことから
∑∞

j=0 |ϕj| < ∞ であり，Φ(z)は |z| ≤ 1で正

則でΦ(z)Ψ(z) ≡ 1が成り立つことになる．そこで，

E

∣∣∣∣∣
n∑

j=m+1

ϕjZt−j

∣∣∣∣∣
2

=
n∑

j=m+1

n∑
k=m+1

ϕjϕ̄kγj−k

≤ γ0

(
n∑

j=m+1

|ϕj|

)2

に注意すれば，Sn =
∑n

j=0 ϕjZt−jは L2(Z)でのコーシー列となり，極限

S ∈ L2(Z)をもつ．この極限が実際 ut と一致していることは Fatouの

Lemmaより

E|S − ut|2 = E lim inf
k→∞

|Snk
− ut|2

≤ lim inf
k→∞

E|Snk
− ut|2 = 0

より明らかである（レポート：Φ(B)Ψ(B)ut = utを用いて lim
n→∞

inf E|Sn − ut|2 = 0

を示せ）．

この定理から，逆にAR(∞)表現をもつときにΦ(z) ̸= 0 , |z| ≤ 1 なら

ば同じ utを用いたMA(∞)表現を持つこともいえる．さらにAR(p)表現

やMA(q)表現を持つときの可逆性についても同様である．

例 Zt = ut − 0.8ut−1はZt + 0.8Zt−1 + 0.82Zt−2 + · · · = ut なるAR(∞)表

現を持つが，Zt = ut − ut−1はAR(∞)表現できない．
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繰り返しになるが，vt = 0である限り，Wold分解から弱定常時系列は

常にMA(∞)表現を持つ．しかし，MA(∞) 表現だけだと utが現在と過

去のZt, Zt−1, · · · で表現できなければ，時間の流れにそった因果関係があ
やしくなる．そこで，AR(∞)表現もできるような {Zt}のことを因果関
係（Causality）のある弱定常過程という．ここには先に指摘した時間の

流れだけでなく，無限級数の収束性の問題もからんでいる．

ここで予測の問題に戻ると，AR(∞)にもとづいた予測 Z∗
t は実際には

使えないことは明らかである．それは過去のすべての観測値が必要とな

るからである．そこで実用的にはAR(p)表現

p∑
l=0

ϕlZt−l = ut

で近似したときの予測が用いられることが多い．

定理（Kolmogorov）

{Zt}が離散時間実数値弱定常過程で連続なスペクトル密度 f(λ)だけを

持ち，f(−1
2
) = f(1

2
−)であるとする．このとき，f(λ) > 0 , −1

2
≤ λ < 1

2

ならば，Zt−1 , Zt−2 , · · · が与えられたときのZtの最良線形予測の予測

誤差は

σ2(f) = exp

(∫ 1
2

− 1
2

log f(λ)dλ

)
で与えられる．

証明

まず，複素単位円内 |z| < 1で

log(1− z) =
∞∑
j=1

zj

j

なるテイラー展開が成り立つことに注意する．従って，|α| < 1なる複素

数 α に対して∫ 1
2

− 1
2

log
∣∣1− αe−2πiλ

∣∣2 dλ =

∫ 1
2

− 1
2

log
(
1− αe−2πiλ

) (
1− ᾱe2πiλ

)
dλ

=

∫ 1
2

− 1
2

(
∞∑
j=1

αje−2πijλ

j
+

∞∑
j=1

ᾱje2πijλ

j

)
dλ(4)

= 0
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となる．まず，定理を {Zt}が次のようなAR(p)過程であるときに示す．

つまり，

Φ(z) = 1 + ϕ1z + · · ·+ ϕpz
p

として

Φ(B)Zt = at

を満たすとする．ただし，{at}はEat = 0，Ea2t = σ2である直交過程，つ

まり白色雑音で，at ⊥ Ht−1である（従って {at}は {Zt}のイノベーショ
ンとなる）．さらにΦ(z) ̸= 0 , |z| ≤ 1であると仮定すれば {Zt}のスペク
トル密度は

f(λ) =
σ2

|Φ (e2πiλ)|2

で与えられる（レポート問題）．ここで，Φ(z) = 0の根を α−1
1 , · · · , α−1

p

とすれば仮定より，|αj| < 1 , j = 1, · · · , pであり

Φ(z) =

p∏
j=1

(1− αjz)

と分解できる．結局

f(λ) =
σ2∏p

j=1 |1− αje2πiλ|2

と表せることになり，(16)を用いれば∫ 1
2

− 1
2

log f(λ)dλ =

∫ 1
2

− 1
2

log σ2dλ−
p∑

j=1

∫ 1
2

− 1
2

log
∣∣1− αje

2πiλ
∣∣2 dλ

= log σ2 .

ここで，σ2は確かに上のようなAR(p)過程であるときの最良線形予測の

予測誤差になっているので，定理は成立している．

一般的には，以下の補題とその系で表示されるように f(λ)が定理の条

件を満たし，対称（これは実数値であることより従う）ならば任意の ε > 0

に対して，あるAR(p)過程が存在して，そのスペクトル密度 g(λ)が EQ3.2

|f(λ)− g(λ)| < ε (5)

のように f(λ)を近似できる．もちろん |g(λ)| <∞ である．したがって，
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σ2
p(f) = min

c1···cp
E(Zt − c1Zt−1 − · · · − cpZt−p)

2

= min
c1···cp

∫ 1
2

− 1
2

∣∣∣∣∣1−
p∑

j=1

cje
2πiλ

∣∣∣∣∣
2

f(λ)dλ

と定義すれば，σ2
p(f)は pについて単調減少であるので収束し，

Ẑt,p =

p∑
j=1

cj,pZt−j

もZtのHt−1への射影へ収束する．つまり，σ
2
p(f)の極限σ2(f)はZt−1, Zt−2, · · ·

にもとづく Ztの最良線形予測であるHt−1への射影の予測誤差にほかな

らない．一方，(5)より ∣∣σ2(f)− σ2(g)
∣∣ < C · ε

が従うので，

σ2(g) = exp

(∫ 1
2

− 1
2

log g(λ)dλ

)
に注意すれば目的の

σ2(f) = exp

(∫ 1
2

− 1
2

log f(λ)dλ

)

を得る．

注 1）σ2(f)− σ2(g) = σ2(f)− σ2
p(f) + σ2

p(f)− σ2
p(g) + σ2

p(g)− σ2(g)．

注 2）Jansenの不等式より，∫ 1
2

− 1
2

log f(λ)dλ < log

∫ 1
2

− 1
2

f(λ)dλ = log γ0

従って，

∫ 1
2

− 1
2

log f(λ)dλ <∞が常に成立する．また上の定理は

∫ 1
2

− 1
2

log f(λ)dλ = −∞
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のときでも成立し，σ2(f) = 0となるので，σ2(f) > 0と

∫ 1
2

− 1
2

log f(λ)dλ > −∞

は同値で，このとき f(λ) > 0 a.e.でもあることがわかる．

補題（チェザロ総和法，Fejérの定理）

f(λ)が−1
2
≤ λ < 1

2
で連続で f(−1

2
) = f(1

2
−)であれば，部分フーリエ

級数

Snf(λ) =
n∑

j=−n

aje
2πijλ

のチェザロ和
1

n
(S0f + S1f + · · ·+ Sn−1f)

は f に一様収束する．ただし，

aj =

∫ 1
2

− 1
2

f(λ)e−2πijλdλ

である．

一般に，f ∈ L2である限りSnfはL2の意味では fに収束する．つまり，

lim
n→∞

∥Snf − f∥2 = lim
n→∞

∫
|Snf(λ)− f(λ)|2dλ = 0

が成立する．しかし，Snf(λ)が f(λ)に各点収束するかどうかまでは保証

されない．もちろん，f(λ)が無限回連続微分可能であれば，対応する伝

達関数が単位円上で正則であるので，可逆性の定理の証明と同じように

して
∑∞

j=−∞ |aj| <∞ がいえ，Snf(λ)は f(λ)に各点収束するが，このよ

うな条件がない限り，各点収束するとは限らない．そこで代わりになる

のが上のチェザロ和である．収束が一様であることまでいえているので，

きわめて強力な補題である．フーリエ解析の教科書には必ず載っている

補題（定理）であるので証明は省略する（レポート問題）．

補題

f(λ) , −1
2
≤ λ < 1

2
が連続で f(λ) = f(−λ)，f(−1

2
) = f(1

2
−)ならば，

任意の ε > 0に対して ∣∣∣f(λ)− σ2
∣∣gε(e2πiλ)∣∣2∣∣∣ < ε
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となるような実係数の p次多項式

gε(z) = 1 + g1z + · · ·+ gpz
p

が存在する．ただし，gε(z) ̸= 0 , |z| ≤ 1，

σ2 =

(∫ 1
2

− 1
2

f(λ)dλ

)/(
1 + g21 + · · ·+ g2p

)
である．

証明

f(λ) ≡ 0 なら σ2 = 0 であり，どんな gε でもよい. そこで M =

sup f(λ) > 0 のときに補題を示せばよい．δ > 0 に対して f δ(λ) =

max{f(λ), δ} を定義すれば，f δ(λ) ≥ δ で 0 ≤ f δ(λ) − f(λ) ≤ δ であ

る．チェザロ総和定理を用いれば，十分大きな nに対して一様に∣∣f δ
n(λ)− f δ(λ)

∣∣ < ϵ′

となる．ただし，f δ
n(λ) =

1

n

n−1∑
j=0

Sjf
δ(λ) > 0である．f(λ)の対称性よ

り f δ(λ)も対称となり，フーリエ係数 aj =

∫ 1
2

− 1
2

f δ(λ)e−2πijλdλは実数で，

aj = a−jである．これから多項式

P (z) =
1

n

n−1∑
k=0

k∑
j=−k

ajz
j

=
n∑

k=−n

(
1− |k|

n

)
akz

k

を作れば，f δ
n(λ) = P (e2πiλ)である．p = max{k : al = 0, l ≥ k}とすれ

ば，ap+1 = ap+2 = · · · = 0であり，P (z)はその形から根α1, · · · , αp, α
−1
1 , · · · , α−1

p

をもつ．ただし，|αj| > 1, j = 1, · · · , pにとっておく．ここでP (e2πiλ) > 0

であることを用いた．つまり，単位円上に根をもたない．このことから，

ある定数 c1を用いて

zpP (z) = c1

p∏
j=1

(1− α−1
j z)(1− αjz)
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と表せるはずである．そこで

gε(z) =

p∏
j=1

(1− α−1
j z)

= 1 + g1z + · · ·+ gpz
p

と定義すれば

gε(z)gε(z
−1) =

p∏
j=1

(1− α−1
j z)(1− α−1

j z−1)

= (−1)p
p∏

j=1

(α−1
j )z−p

p∏
j=1

(1− α−1
j z)(1− αjz) .

つまり，P (z)と gε(z)gε(z
−1)は定数倍の違いを除いて一致する．そこで

z0の係数を比較することによって，

P (z) = c2gε(z)gε(z
−1)

を得る．ただし，

c2 =

∫ 1
2

− 1
2

f δ(λ)dλ

1 + g21 + · · ·+ g2p
.

以上より，∣∣∣f(λ)− σ2
∣∣gε(e2πiλ)∣∣2∣∣∣ ≤

∣∣f(λ)− f δ(λ)
∣∣+ ∣∣∣f δ(λ)− c2

∣∣gε(e2πiλ)∣∣2∣∣∣+ |c2 − σ2|
∣∣gε(e2πiλ)∣∣2

= |f(λ)− f δ(λ)|+ |f δ(λ)− f δ
n(λ)|

+

∣∣∫ (f δ(λ)− f(λ))dλ
∣∣

1 + g21 + · · ·+ g2p

∣∣gε(e2πiλ)∣∣2
ここで，

|gε(e2πiλ)|2

1 + g21 + · · ·+ g2p
=

f δ
n(λ)∫ 1

2

− 1
2

f δ(λ)dλ
≤ f δ(λ) + ϵ′∫ 1

2

− 1
2

f δ(λ)dλ

であるので，δを十分小さくとれば∣∣∣f(λ)− σ2
∣∣gε(e2πiλ)∣∣2∣∣∣ < ε

とできる．gε(z) ̸= 0 , |z| ≤ 1は作り方より明らかである．
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系

補題と同じ仮定のもとで，f(λ)をいくらでも近似するスペクトルをも

つMA過程が存在する．

これは，補題の gεからMA(p)過程

Zt = gε(B)at , Ea2t = σ2

を定義すればよいだけである．もっともWoldの分離定理からもこの系は

あきらかである． 同じようにAR過程でも近似できることを示している

のが次の系である．

系

補題と同じ仮定のもとで，f(λ)をいくらでも近似するAR過程が存在

する．

証明

f δ(λ) = max{f(λ), δ
2
}とすれば，f δ(λ) ≥ δ

2
で，補題を 1

fδ(λ)
に適用す

れば ∣∣∣∣ 1

f δ(λ)
− σ2

∣∣gε(e−2πiλ)
∣∣2∣∣∣∣ < ε

なる gεが存在する．g(λ) = σ2
∣∣gε(e−2πiλ)

∣∣2とおけば∣∣∣∣f δ(λ)− 1

g(λ)

∣∣∣∣ =
f δ(λ)

g(λ)

∣∣∣∣ 1

f δ(λ)
− g(λ)

∣∣∣∣
≤ f δ(λ)2

1− εf δ(λ)
· ε

となるので，εを十分小さくとれば∣∣∣∣f(λ)− 1

g(λ)

∣∣∣∣ ≤ |f(λ)− f δ(λ)|+
∣∣∣∣f δ(λ)− 1

g(λ)

∣∣∣∣
≤ δ

2
+
δ

2
= δ．

従って，AR(p)過程

gε(B)Zt = at , Ea2t = 1/σ2

を考えれば {Zt}は f(λ)を δの誤差で近似するスペクトル g(λ) をもつ弱

定常過程である．
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4 基本的な時系列モデル

ここで，AR(p)モデルとMA(q)モデルについてまとめておく．以下で

{at}は直交過程である．

AR(p)モデル

Φ(B)Zt = at

を満たす {Zt}である．

a) {Zt}が弱定常であるための必要十分条件は Φ(z) ̸= 0 for |z| = 1．な

ぜなら

σ2dλ =
∣∣Φ(e2πiλ)∣∣2 dF (λ)

に矛盾する．

b) {at}が{Zt}のイノベーションであるためには更にΦ(z) ̸= 0 for |z| ≤ 1

でなければならない．なぜなら弱定常性より，Φ(z) ̸= 0 on |z| = 1

であるのでΦ(z) ̸= 0 for 1− ε < |z| < 1+ ε，したがってこの範囲で

Φ(z)−1 =
∞∑

l=−∞

ψlz
l

のようにローラン展開できる．可逆性の証明と同じように
∑∞

l=−∞ |ψl| <
∞がいえるので

Zt =
∞∑

l=−∞

ψlat−l

なる表現（両側MA表現）が従う．{at}がイノベーションであるた 両 側

MA
表現

めには

ψ−1 = ψ−2 = · · · = 0であることが必要十分で，これはΦ(z) ̸= 0 for

|z| ≤ 1を意味する．

c) 更に，b)の条件があれば {Zt}はMA(∞)表現も持つ．

通常はAR(p)モデルといえばΦ(z) ̸= 0 for |z| ≤ 1の条件を満たすものと

する．

MA(q)モデル

Zt = Ψ(B)at
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を満たす {Zt}であるが，ARと異なり，常に弱定常であり自動的に {at}
は {Zt}のイノベーションとなる．また

Ψ(z) ̸= 0 for |z| ≤ 1

ならばAR(∞)表現をもつ．

Ornstein-Uhlenbeck 過程とARモデル

確率微分方程式

dZt = θ(µ− Zt)dt+ σdB(t)

を満たす連続時間の確率過程はOrnstein-Uhlenbeck過程と呼ばれ，さ

まざまな場面で登場する．ただし，B(t)はブラウン運動である．こ

の確率過程からの離散時間サンプリング {..., Z1, Z2, Z3, ...} はAR(1)

モデルにしたがう．実際，この確率微分方程式の解は

Zt = µ+
σ√
2θ
B(e2θt)e−θt

と表せるので，

(Zt − µ)− e−θ(Zt−1 − µ) =
σ√
2θ

(B(e2θt)−B(e2θ(t−1)))e−θt

となる，右辺を at とおけば，V ar(at) =
σ2

2θ
(1 − e−2θ) で，時間によ

らず一定の分散で，ブラウン運動の定義よりイノベーションになって

いることがわかる．
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確率微分方程式

確率微分方程式

dXt = a(t, ω)dt+ ν(t, ω)dB(t)

に従う確率過程 {Xt}を微分可能な 2変数関数 f(x, t)で変換した Yt =

f(Xt, t) は確率微分方程式

dYt = ∂f
∂t
dt+ ∂f

∂x
dXt +

1
2
∂2f
∂x2 (dXt)

2

=
(

∂f
∂t

+ a∂f
∂x

+ ν2

2
∂2f
∂x2

)
dt+ ν ∂f

∂x
dB(t)

にしたがう (Itoの公式). この公式を利用すれば，Ornstein-Uhlenbeck

過程の解も求まる，実際，Zt に f(x, t) = xeθt なる変換を施せば

df(Zt, t) = eθtθµdt+ σeθtdB(t)

これを t0 から t まで積分すれば

Zte
θt − Zt0e

θt0 =

∫ t

t0

eθsθµds+

∫ t

t0

σeθsdB(s)

ここで， ∫ t1

t0

eθsdB(s) =
1√
2θ
B(e2θt1 − e2θt0)

となることに注意すれば（ただし，右辺のブラウン運動は左辺のブラ

ウン運動と同じものではない），t0 → −∞ として

Zt = µ+
σ√
2θ
B(e2θt)e−θt

を得る．同じように，対数正規過程

dZt = µZtdt+ σZtdB(t)

の解も

log(Zt) = log(Zt0) + (µ− σ2/2)(t− t0) + σ(B(t)−B(t0))

のように得られる．
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ARMAモデル

AR(p)とMA(q)を合わせたモデルがARMA(p, q)モデルで

Φ(B)Zt = Ψ(B)at

を満たす {Zt}として定義される．

a) 弱定常となるための必要十分条件は

Φ(z) ̸= 0 on |z| = 1 .

b) さらに {at}が {Zt}のイノベーションであるためには

Φ(z) ̸= 0 for |z| ≤ 1

が必要である．

c) AR(∞)，MA(∞)表現を持つかどうかは，MA，ARのときと同様で

ある．

ARMA過程のスペクトル密度は

f(λ) = σ2

∣∣Ψ(e2πiλ)
∣∣2

|Φ(e2πiλ)|2

で与えられる．なおARMAモデル特有の問題として，同定可能性の問題

がある．つまり，Φ(z)とΨ(z)が共通根（common roots)をもつと冗長な

表現となり，パラメータが一意的に定まらない．

例
Zt = at ARMA(0, 0)

Zt − αZt−1 = at − αat−1 ARMA(1, 1)

後者は任意の α（|α| < 1）について前者の方程式と同等である．共通根

α−1を持つからである．

逆にARMAモデルの利点は，スペクトルが有理関数の形をしており，

連続スペクトル，特に高い山や谷を持つスペクトルを近似しやすいこと

があげられる．また，次の定理で示されているように，和の演算に関し
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て閉じていることも大きな利点である．また，たとえば 2階の確率微分

方程式を満たす d2Zt + α1dZt + α0Ztdt = dB(t) を満たす確率過程からの

離散サンプリングは ARMA(2,1) モデルに従う．

定理 (Grander and Morris, 1976, J.Roy. Statist. Soc. A,139,246-257)

{Z(1)
t }と{Z(2)

t }が直交していて，それぞれARMA(p1, q1)，ARMA(p2, q2)

過程ならば，和Zt = Z
(1)
t +Z

(2)
t もARMA(p1+ p2 max(p1+ q2, p2+ q1))

過程となる．

証明

Φ1(B)Z
(1)
t = Ψ1(B)a

(1)
t

Φ2(B)Z
(2)
t = Ψ2(B)a

(2)
t

より

(Φ1(B)Φ2(B))Zt = Φ2(B)Ψ1(B)a
(1)
t + Φ1(B)Ψ2(B)a

(2)
t

を得る．ここで右辺の自己相関係数 {ρk}は

ρk = 0 for k > max(p1 + q2, p2 + q1)

となっていることに注意する．次の補題でのΦ2(B)Ψ1(B)a
(1)
t に対応する

関数 vを v1(y)，Φ1(B)Ψ2(B)a
(2)
t に対応する関数を v2(y)とすれば右辺に

対応する vは

v(y) =
γ
(1)
0

γ
(1)
0 + γ

(2)
0

v1(y) +
γ
(2)
0

γ
(1)
0 + γ

(2)
0

v2(y)

である．−2 < y < 2に対して v1(y) ≥ 0，v2(y) ≥ 0であることから

v(y) ≥ 0．これはふたたび補題を用いれば，右辺が高々max(p1+q2, p2+q1)

次のMA過程で表現できることになる．

補題（Wold, 1953)

与えられた自己相関係数 {ρk}をもつMA(q)過程が存在するための必

要十分条件は，

ρk = 0 for k > q
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であり，かつ

u(x) = 1 +

q∑
j=1

ρj(x
j + x−j)

から変数変換 y = x+ x−1で作った q次の多項式 v(y)が−2 < y < 2で奇

数次の根を持たない,つまり偶数次の重根のみである（レポート：v(y)が

q次の多項式であることを示せ）ことである．

ここで

v(2) = u(1) = f(0)/γ0 ≥ 0

v(−2) = u(−1) = f

(
−1

2

)/
γ0 ≥ 0

に注意すれば（レポート），奇数次の根を持たないことは−2 < y < 2に

対して v(y) ≥ 0, つまり符号が変わらないこと同等である．

証明

まず，ある定数CとΨが存在して，等式

u(x) = CΨ(x)Ψ

(
1

x

)
が任意の実数 x ̸= 0について成立することに注意する（レポート：MA(q)

過程の ρkをΨ(B)の係数で表すことにより上の等式を示せ）．y = x+x−1

は逆に

x =
y

2
±
√(y

2

)2
− 1

と書き換えられ，v(y) = 0の根はいずれも u(x) = 0の根に対応する．

v(y) = 0の根 y0について場合分けをする．

場合 1．|y0| ≥ 2

対応する x1，x2は実数で x1 = 1
x2
の関係を持つので，どちらかが

Ψ(x) = 0の根となる．

場合 2．|y0| < 2

対応する x1，x2は絶対値 1で x1 = x̄2の関係にある．この場合，実

係数多項式の複素根は共役も必ず根になるので，x1，x2ともにu(x)

の根つまりΨ(x)の根でなければならなくなる．
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v(y)もΨ(x)も q次の多項式であるので |y0| < 2の根は必ず２重根でない

と根の個数が合わなくなる．さらに対応する x1, x2 = x̄1が重根である場

合なども考えれば，必ず偶数次の重根でなければならないことになる．

逆は，v(y) = 0の根からΨ(x) = 0の根がすべて定まるので，{ρk}から
u(x), v(x) を経由してMA(q)の係数をすべて実数として定められること

に注意すればよい．

注）この定理からわかるように

MA(q1) +MA(q2) =MA(max(q1, q2))

しかし

AR(p1) + AR(p2) = ARMA(p1 + p2,max(p1, p2)) .

また，次の例からわかるように，右辺の次数は最大の次数を与えている 確 率 微

分 方 程

式 の

解 が

ARMA

だけで，実際の次数はこれ以下．

例
(1 + ϕB)Z

(1)
t = a

(1)
t , Var

(
a
(1)
t

)
= σ2

(1− ϕB)Z
(2)
t = a

(2)
t , Var

(
a
(2)
t

)
= σ2

これから

(1− ϕB)(1 + ϕB)(Z
(1)
t + Z

(2)
t ) = (1− ϕB)a

(1)
t + (1 + ϕB)a

(2)
t

となるが，右辺はすでに直交過程（レポート）になっているのでARMA(2, 0)

過程である．

5 その他のモデル

ARIMA(p, d, q)モデル

Φ(B)(1−B)dZt = Ψ(B)at

dが正整数ならば{Zt}は非定常であるが，d階差分をとった (1−B)dZtが定

常なARMAモデルに従うというモデル（Autoregressive Integrated Mov-

ing Average Model）である．経済時系列ではd = 1としたARIMA(p, 1, q)

のほか，月別時系列のときは

Φ(B)(1−B12)Zt = Ψ(B)at
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のような非定常モデルもよく用いられる．前年比が重要だからである．

一方，−1
2
< d < 1

2
ならば ARIMA(p, d, q)は弱定常になり，Fractional ARMAX

ARIMAモデルとも呼ばれる．この場合，d階差分は

(1−B)d =
∞∑
k=0

(
d

k

)
(−B)k

なる二項展開として考える．特に 0 < d < 1
2
ならばスペクトルが原点付

近で λ−2dのオーダーで発散し，自己相関が

ρk =
Γ(1− d)Γ(k + d)

Γ(d)Γ(k + 1− d)
≈ Γ(1− d)

Γ(d)
|k|2d−1

のようにkが増加するにつれかなりゆっくり減少するので長期記憶性（long

memory）をもつ確率過程の例となる．また−1
2
< d < 0のときは f(0) = 0

であることより
∑∞

k=−∞ ρk = 0という特殊な性質をもつ確率過程となる．

GARMA(p, q)モデル

ARMAモデルのΦ(B)，Ψ(B)が過去の観測値に依存してもよいという

形での一般化である．

Φt(B)Zt = Ψt(B)at

Φt(B) = 1 + ϕ1(t, Zt, · · · )B + · · ·+ ϕp(t, Zt, · · · )Bp

Ψt(B) = 1 + ψ1(t, Zt, · · · )B + · · ·+ ψq(t, Zt, · · · )Bq

ただし，定常になるとは限らない．

例 Zt = e|Zt−1|Zt−1 + at (Ozaki, JAP18, 443-451)

また，AR(p)の係数 ϕ1, · · · , ϕpを ϕi +Bi(t), i = 1, · · · , pのように {at}
とは独立で時間 tによらず一定の分布をもつ誤差 (B1(t), · · · , Bp(t))で揺

動した Random Coefficient AR モデルも研究されている（Andel(1996),

Math. Operationsforsch Statist., 7, 735-741, Nicholls and Quinn(1981),

J.Multiv Anal., 185-198）．

EAR,EMA,EARMAモデル
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AR,MA,ARMAであることには変わりがないが，雨量時系列のよう

に周辺分布が指数分布であるときには，特別な表現をもつ．

例 Zt = ρZt−1 + at
ここで，ϕZt(s) = E(e−Zts)：モーメント母関数

とすれば，

ϕZt(s) = ϕZt−1(ρs)ϕat(s)

が成立し，Ztの周辺分布が指数分布であることから ϕZt(s) = ϕZt−1(s) =
λ

λ+s
．従って，

ϕat(S) =
λ+ ρs

λ+ s
= ρ+ (1− ρ)

λ

λ+ s
.

この形から

at =

{
0 with prob. ρ

et with prob. 1− ρ

ただし，{et}は独立で指数分布する変数である．これをもとへ戻せば

Zt =

{
ρZt−1 with prob. ρ

ρZt−1 + et with prob. 1− ρ

という {Zt}の表現が得られる．

Lawrence & Lewis(1980) J.R.S.S., B, 42, 150-161

Cover & Lewis(1980) Adv. Appl. Prob.,12, No.3．

Bilinear(p, q, s)モデル

Φ(B)Zt = Ψ(B)at +
s∑

l,m=1

ξlmZt−lat−m

を満たす {Zt}を双線形モデルという．この名前は右辺第 2項が，

Zt = (Zt, · · · , Zt−s)
T , at = (at, · · · , at−s)

T

に対して

f(αZt, at) = αf(Zt, at)

f(Zt, βat) = βf(Zt, at)
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のように双線形性を持つことによる．右辺第 2項の係数 {ξlm}がすべて 0

ならば

ARMA(p, q)モデルとなる．この意味で，ARMAモデルの 1つの拡張と

みることもできる．

Granger and Anderson(1978) ”Introduction to Bilinear Time Series Mod-

els”.

T.S.Rao(1981) J.R. Statist. Soc. 1343, 244-255．

ARCH,GARCHモデル

これは {Zt}自身のモデルではなく，ARモデルやARMAモデルに現

れる {at}の部分の 1つのモデルである．{at}が直交過程と仮定する代わ
りに，

Eat = 0

E(a2t |at−1 · · · ) = σ2
t

のように相関を持ち条件付分散も変化するモデルで，経済時系列のモデ

ルとして現在 1つの標準的なモデルとして用いられている．σ2
t が

σ2
t = c+

p∑
i=1

αia
2
t−i

の方程式に従うときARCH(p)（Autoregressive Conditional Heteroskedas-

tic Process）と呼ぶ．理由は，背後に

a2t = c+

p∑
i=1

αia
2
t−i + wt

なる{a2t}に対するARモデルを考えているからである．E(wt|at−1, at−2, · · · ) =
0を仮定すれば両辺の条件付平均をとることにより上の方程式を得る．た

だし，a2t−i , i ≥ 1が σ(at−1, at−2, · · · )に関して可測であるという条件は必
要である．なお，ξt =

at
σt
とおけば

at = ξtσt

と表現でき，ランダムウォーク {ξt}のスケールを {σt}で変化させたもの
と考えることもできる．また

σ2
t = c+

p∑
i=1

αia
2
t−i +

q∑
i=1

βiσ
2
t−i
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の方程式に従うときGARCH(p, q)（Generalized ARCH）と呼ぶ．

局所ARモデル

全体としては非定常であるが，局所的には定常とみなせる場合も多い．

このような場合に，いくつかの ARモデルを短期間でスイッチして当て

はめることが考えられる．

・時間に関する局所AR

Zt = Z
(i)
t +mi, ti−1 ≤ t ≤ ti, i = 1, · · · , k
ただし，Z

(i)
t ∼ AR(pi)

・値に関する局所AR

値がある範囲を越えたら別のARモデルにスイッチするモデルで TAR

（Threshold AR）と略称される．

Zt +

p∑
i=1

ϕ
(J)
i Zt−i = a

(J)
t

J は過去の観測値で定まる確率変数．

例 R =
k∪

j=1

Rjと分割し，Zt−d ∈ Rjならば J = jにスイッチす

る．

より具体的には，たとえば

Zt =

{
3
4
Zt−1 + a

(1)
t if |Zt−1| ≤ 1

2
1
2
Zt−1 + a

(2)
t otherwise

Tong(1983), ”Threshold Models in Non-linear Time Series Analysis”,

Lecture Notes in Statistics, 21, Springer．
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6 ARモデルにもとづく推測

まず，

Φ(B)Zt = at

を満たす AR(p)過程の自己共分散の性質を調べる．AR(p)だから当然

{Zt}は定常で，{at}はそのイノベーションである．

E(at+k Zt) = 0, k ≥ 1

より

γk + ϕ1γk−1 + · · ·+ ϕpγk−p = 0, k ≥ 1

つまり

Φ(B)γk = 0, k ≥ 1

が成り立つ．これは p次の差分方程式で，その解は次のようにして求まる．

まず 2次の差分方程式

ht + α1ht−1 + α2ht−2 = 0

を例として考えよう．α(B) = 1 + α1B + α2B
2 = (1 − ξ−1

1 B)(1 − ξ−1
2 B)

とする．まず，ht = ξ−t
1 , ht = ξ−t

2 が解であることは直接計算によりすぐ

わかる．従って，線形結合 ht = c1ξ
−t
1 + c2ξ

−t
2 も解となる．差分方程式で

相続く 2つの初期値，たとえば h0と h1を与えればすべての解の値は定

まってしまうので，ξ1 ̸= ξ2ならば c1と c2を選ぶことにより任意の解を

ht = c1ξ
−t
1 + c2ξ

−t
2 の形で表現できる．また，ξ

−t
1 と ξ−1

2 が線形独立である

ことから，c1, c2も一意的に定まる．また，ξ1 ̸= ξ2が複素根ならば ξ1 = ξ̄2
で

ht = c ξ−1
1 + c̄ ξ̄−t

1 = 2ar−t cos(tθ − b)

となる．ただし，c = aebi, ξ1 = reiθとおいた．

ξ1 = ξ2ならば，同様の議論から ht = ξ−t
1 と ht = tξ−t

1 が解となり，す

べての解は

ht = c1ξ
−t
1 + c2tξ

−t
1

と一意的に表現できる．

以上を一般化することによって次の定理を得る．

定理
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差分方程式 α(B)ht = 0の解は，α(B) =
∏m

j=1(1− ξ−1
j B)rj と分解でき

たと仮定して

ht =
m∑
j=1

rj−1∑
l=0

cjlt
lξ−t

j

で与えられる．ただし，{cjl}は（複素）定数である．
この定理から，Φ(B)が定理の α(B)と同じように分解できたとして，

γkは

γk =
m∑
j=1

rj−1∑
l=0

cjlk
lξ−k

j

と表現できる．ただし定常性からΦ(B)の根はすべて単位円の外，つまり

|ξj| > 1, j = 1, · · · ,mであるので，γkは kの増加にともなって，指数的

に減少することがわかる．これはMAモデルの場合の γkの cut off性と

対照的である．

6.1 γkの推定

1つの自然な推定量は

γ̂k =
1

n

n−k∑
t=1

ZtZt+k

である．もちろん {Zt}の弱定常性が前提である．nで割る代わりにn− k γ̂k の共
分 散 ，

信頼幅，

漸 近

分布

で割れば不偏つまり Eγ̂k = γkになるが，γkが k → ∞で 0に収束するこ

とを考慮すると，n− kで割って，大きな kに対して不安定な推定になる

よりは nで割った方が誤解を招かなくてよい．

6.2 ϕ1, · · · , ϕpの推定

1つの方法は

γk + ϕ1γk−1 + · · ·+ ϕpγk−p = 0, k ≥ 1

を利用して連立方程式

γ̂k + ϕ1γ̂k−1 + · · ·+ ϕpγk−p = 0, k = 1, · · · , p
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を解くことであるが，推定量のよさなどを考えると本質的には同じであ

るが，2乗誤差

n∑
t=p+1

(Zt + ϕ1Zt−1 + · · ·+ ϕpZt−p)
2

を ϕ1, ϕ2, · · · , ϕpに関して最小化する方法の方がよい．この方法は近似的

には {at}に正規性を仮定したときの最尤推定量にもなっている．具体的
には連立方程式∑
t

ZtZt−k + ϕ1

∑
t

Zt−1Zt−k + · · ·+ ϕp

∑
t

Zt−pZt−k = 0, k = 1, 2, · · · , p

を解くことになる．つまり行列

Γ̂p =

(
1

n

n∑
t=p+1

Zt−iZt−j, 1 ≤ i, j ≤ p

)

を用いて書き直せば，

Γ̂p

 ϕ1

...

ϕp

 = −

 γ̃1
...

γ̃p


を解くことになる．ただし，

γ̃k =
1

n

n∑
t=p+1

ZtZt−k

である．上の方程式はYule Walkerの方程式と呼ばれる．

注）理論やソフトウェアによってはAR(p)モデルを

Zt = ϕ1Zt−1 + · · ·+ ϕpZt−p + at

と表現していることもある．この場合には ϕ1, · · · , ϕpの符号が逆転する

ので注意が必要である．
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6.3 スペクトル密度の推定

AR(p)モデルに対するスペクトル密度が

f(λ) =
σ2

|Φ(e2πiλ)|2

で与えられることに注意すれば，ϕ1, · · · , ϕpの推定量 ϕ̂1, · · · , ϕ̂pを用いて，

推定量

f̂(λ) =
σ̂2

|
∑p

l=0 ϕ̂le2πilλ|2

が構成できる．ただし，ϕ̂0 = 1であり，

σ̂2 =
1

n

n∑
t=p+1

(
Zt + ϕ̂1Zt−1 + · · ·+ ϕ̂pZt−p

)2
である．

6.4 偏自己相関

偏自己相関は，通常の相関が対象とする変量以外の変量を介した間接的

な相関も含んでいるのに対し，そのような間接的な相関を射影により除去

した 2つの変量の間の直接的な相関である．ただし，2次モーメントにだ

け依存した操作であり，正規分布以外でどれだけ意味があるかどうかはわ

からない．時系列では，ZtとZt+kの偏自己相関（partial autocorrelation）

はZt+1, · · · , Zt+k−1を介した間接的な相関を除いたZtとZt+kの直接的な

相関として定義される．つまり，

E

(
Zt+k −

k−1∑
l=1

αlZt+k−l

)2

を最小化する α1, · · · , αk−1を α∗
1, · · · , α∗

k−1と表し，

E

(
Zt −

k−1∑
l=1

βlZt+l

)2

を最小化する β1, · · · , βk−1を β∗
1 , · · · , β∗

k−1と表したとき，

εt+k = Zt+k −
k−1∑
l=1

α∗
lZt+k−l
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はZt+kから Zt+1, · · · , Zt+k−1の影響を除いた変量，

et = Zt −
k−1∑
l=1

β∗
l Zt+l

はZtからZt+1, · · · , Zt+k−lの影響を除いた変量である．そこで，

Rk = E(εt+k et)

を時系列 {Zt}のラグ kの偏自己共分散，

rk =
Rk√

Eε2t+k

√
Ee2t

をラグ kの偏自己相関と呼ぶ．ただし，r0 = 1と定義しておく．明らか

に |rk| ≤ 1である．ところで εt+kが Zt+1, · · · , Zt+k−1で張る空間に直交

していることを利用すれば

Rk = E(εt+k)(Zt −
∑
l

β∗
l Zt+l)

= E(εt+k Zt)

= γk −
k−1∑
l=1

α∗
l γk−l

と書くことができる．また，

Eε2t+k = Ee2t = γ0 −
k−1∑
l=1

α∗
l γl

と書くこともできるので，

rk =
γk −

∑
l α

∗
l γk−l

γ0 −
∑

l α
∗
l γl

なる表現を得る．ここでα∗
1, · · · , α∗

k−1は εt+k がZt+k−1, ..., Zt+1 と直交す

ることより，

Γk−1

 α∗
1
...

α∗
k−1

 =

 γ1
...

γk−1
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の解として求まる．上の表現を利用すれば観測値 Z1, · · · , Znにもとづく

rkの推定量も容易に得られる．ところで，{Zt}がAR(p)過程ならば εt+k

の定義より εt+k = at+k, k > pである．従って，

Rk = 0, k > p

つまり

rk = 0, k > p

となる．一方，ϕp ̸= 0である限り rp ̸= 0であることが示せるので，{rk} Ramsey,
1974

Durbin-
Levin-
son

は cut off の性質をもつ．これはMA(q)について {ρk}が cut offの性質を

もつことと対照的である．従って，{ρk}と {rk}の挙動を調べることによ
り，ARかMAの区別が容易にできることになる．

Berg の
方法演習問題

{Zt}がAR(1)に従い，正規過程のとき，つまり

Zt = ϕZt−1 + at , t = 1, · · · , n

ただし，a1, · · · , anは独立でN(0, σ2)に従うときを考える．Zi以外を条件

として与えたときの Ziの条件付分布が，i = 1のときはN(Z2/ϕ, σ
2/ϕ2)，

i = nのときはN(ϕZn−1, σ
2)，それ以外のときはN(ϕ(Zn−1 + Zn+1)/(1 +

ϕ2), σ2/(1+ϕ2))であることを証明せよ．この結果を用いれば，(Z1, · · · , Zn)

の同時密度も導くことができる．

7 多変量弱定常時系列(Multiple Time Series,

Multivariate Time Series)

Z(t) =

 Z1(t)
...

Zm(t)

 ∈ Cm , t = · · · ,−1, 0, 1, · · ·

弱定常性：

EZ(t) = 0, γ(h) = E(Z(t+ h)Z(t)
T
) <∞ .
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γ(h)：自己共分散系列

γ(h) = (γjk(h), 1 ≤ j, k ≤ m)

γjk(h) = E(Zj(t+ h)Zk(t)) ：時間差 hの要素Zj(t+ h)とZk(t)の共分散

ここで，γjk(h)と γkj(h)は必ずしも一致しないことに注意．どちらの要素

の時間を進めて考えるかで，当然共分散は異なる．実際 γjk(h) = γkj(−h)
の関係にある．一変量のときと同じように，γ(h)から自己相関系列

ρ(h) = (ρjk(h)), h = · · · ,−1, 0, 1, · · ·

を

ρjk(h) =
γjk(h)√

|γjj(h)|
√

|γkk(h)|
で定義できる．また，{γ(h), h = · · · ,−1, 0, 1, · · · }の各要素をフーリエ変
換することによりスペクトル密度

f(λ) =
∞∑

h=−∞

e−2πihλγ(h)

も定義できる．ただし，f(λ) = (fjk(λ))はm×m行列となる．対角線以

外は実数値になるとは限らない．実際，

fjk(λ) = fkj(λ)

が任意の k，jについて成立する．実は，これは行列 f(λ)がエルミート行

列であることを示していることに他ならない．したがって，f(λ) の固有

値は実数．f(λ)はさらに非負定符号行列でもある．したがって，固有値

は実数であるだけでなく非負．実際 ξ = (ξ1, · · · , ξm)T を任意の複素ベク
トルとしたとき

yt = ξTZ(t)

を考えれば {yt}は自己共分散系列

γh = E(yt+hyt)

= ξTE(Z(t+ h)Z(t)
T
)ξ

= ξTγ(h)ξ

をもつ一変量弱定常時系列である．したがって {yt}のスペクトル密度を
f y(λ)とすれば

0 ≤ f y(λ) = ξTf(λ)ξ
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が成立する．これは f(λ)が非負定符号行列であることにほかならない．

また，

γ(h) =

∫
e2πihλf(λ)dλ

で γ(h)に戻る．

なお，Splusで γ(h)を求める関数は，acf，f(λ)を求める関数は spectrum

である．ただし，f(λ)を求めるのにmethod=”pgram”とmethod=”ar”の

選択ができるが，前者は特にモデルを仮定しないで求め，後者は後述の

AR モデルを仮定して求める．省略時は前者である．関数 spectrumは実

際には関数 pgramか関数 arを呼び出して γ(h)を求め，それにもとづいて

f(λ)を求めている．ただし，返す値の構造は幾分複雑である．いずれに

しても，省略時は線形なトレンドはあらかじめ除かれる (detrend=T)．

自己共分散γ(h)から自己相関ρ(h)を作ったのと同じように，スペクトル

密度 f(λ)から複素コヒーレンシー（complex coherency）w(λ) = (wjk(λ))

を fjj(λ) ̸= 0 ，fkk(λ) ̸= 0である限り次のよう定義できる．

wjk(λ) =
fjk(λ)√

fjj(λ)
√
fkk(λ)

.

スペクトル密度 f(λ)がもとの時系列に含まれる周波数 λの波の強さの

2乗平均，言い替えれば強さの分散を表すものであることを思い出せば，

fjk(λ)は {Zj(t)}と {Zk(t)}に含まれる周波数 λの波の強さの共分散を表

し，wjk(λ)は相関を表すものであることがわかる．実際，1変量時系列の

ときと同じように弱定常時系列 {Z(t)}は

Z(t) =

∫
e2πitλdW (λ)

なるフーリエ表現をもつ．ただし，

W (λ) =

 W1(λ)
...

Wm(λ)


は直交増分過程である．従って，

fjk(λ)dλ = E(dWj(λ)dWk(λ))

が成立し，確かに周波数 λの波のランダムな強さの共分散（密度）を表

すものであることがわかる．なお，|wjk(λ)|を周波数 λのコヒーレンシー
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（coherency）といい，arg(wjk(λ)) = arg(fjk(λ))を周波数 λのフェーズ

（phase）という．

fjk(λ)は次の性質をもつ．Z(t)が実数値ならば

1. fjk(λ) = fjk(λ+ 1)

2. fjk(λ) = fkj(−λ)，特に j = kなら fjj(−λ) = fjj(λ)

3. fjk(−λ) = fjk(λ)

従って，

Re(fjk(1− λ)) = Re(fjk(λ))

と

Im(fjk(1− λ)) = −Im(fjk(λ))

が成立し，行列 (fjk(λ))の上三角部分，しかも 0 ≤ λ ≤ 1
2
に対する値だ

けで，他はすべて定まる．

一方，Z(t)が複素数値ならば 1.は成立するが，2., 3.は成立しない．代

わりにエルミート性

4. fjk(λ) = fkj(λ)

のみが成立する．従って，複素数値の場合は，0 ≤ λ ≤ 1に対する値がす

べて必要となる．

コヒーレンシーはZ(t)の要素ごとの線形変換に関して不変である．たと

えば，2変量時系列Z(t) = (Z1(t), Z2(t))
T から実数係数 {ck}，{dk}によっ

て作られた

Y1(t) =
∞∑

k=−∞

ckZ1(t− k)

Y2(t) =
∞∑

k=−∞

dkZ2(t− k) ,

Y (t) = (Y1(t), Y2(t))
T のコヒーレンシーは Z(t)のコヒーレンシーと同じ

である．実際，f(λ)を {Z(t)}のスペクトル，g(λ)を {Y (t)}のスペクト

49



ルとすれば

g11(λ) = |c(λ)|2f11(λ)
g22(λ) = |d(λ)|2f22(λ)
g12(λ) = c(λ)d(λ)f12(λ) ,

ただし，c(λ) =
∑
k

cke
−2πiλk , d(λ) =

∑
k

dke
−2πiλk

であることからコヒーレンシーが不変であることがすぐ確かめられる．

演習問題 g12(λ) に関する上記の表現を確かめよ．

ただし，フェーズは arg(g12(λ)) = arg(c(λ)) − arg(d(λ)) + arg(f12(λ))

の関係で変化する．

Z1(t)をシステムの入力，Z2(t)をシステムの出力とし，システムが

Z2(t) =

p∑
k=1

ckZ1(t− k) + εt

の形に表せるとする．ただし，{εt}は弱定常なノイズで {Z1(t)}と {εt}
は直交しているとする．ここで，伝達関数 c(λ) =

∑p
k=1 cke

−2πikλ を導

入し，fε(λ) を {εt} のスペクトル密度とすれば，2 変量時系列 Z(t) =

(Z1(t), Z2(t))
T に対し，

f22(λ) = |c(λ)|2f11(λ) + fε(λ)

が成立する．これは EQ1

1 =
|c(λ)|2f11(λ)

f22(λ)
+

fε(λ)

f22(λ)
(6)

と書き換えられるが，f12(λ) = c(λ)f11(λ)であるので，(6)の右辺の第 1

項はコヒーレンシーの 2乗 |w12(λ)|2にほかならない．つまり，第 1項は

このシステムの入力と出力の周波数ごとの関係の強さを表し，第 2項は

出力に占めるノイズの大きさを表していることになる．特に，係数 {ck}
が cd = c以外は 0である場合を考えれば，

Z2(t) = cZ1(t− d) + εt

で，スペクトルは

f22(λ) = c2f11(λ) + fε(λ)

f12(λ) = c e2πiλdf11(λ)
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となり，

w12(λ) =
cf11(λ)

1
2 e2πiλd

(c2f11(λ) + fε(λ))
1
2

つまり

|w12(λ)| =
1(

1 + fε(λ)
c2f11(λ)

) 1
2

arg(w12(λ)) = 2πλd

の関係が成立する．

例 1

Z1(t)をある商品の需要，Z2(t)をその価格を表すものとしたとき，1つ

の最も簡単なモデルは

Z1(t) = −αZ2(t) + ε1(t)

Z2(t) = βZ1(t− 1) + ε2(t)

ただし，α > 0であるが，βはどちらの符号をとる場合もある（β > 0で

あれば品不足，β < 0であれば十分な供給ができることを示す）．このモ

デルはZ(t) = (Z1(t), Z2(t))
T，ε(t) = (ε1(t), ε2(t))

T とすれば行列方程式

Z(t) =

(
0 −α
0 0

)
Z(t) +

(
0 0

β 0

)
Z(t− 1) + ε(t)

つまり，

(I − F )Z(t) = GZ(t− 1) + ε(t)

の形に書ける．ただし，ε1(t), ε2(t)は直交し，{ε(t)}自体も直交過程で
ε(t)は Z(t − 1), Z(t − 2)と直交していると仮定するのが 1つの自然な仮

定である． また |αβ| ̸= 1 とする

演習問題 例1の{Z(t)}のf(λ)，w(λ)を α, βで表せ．ただし Cov(ϵ(t)) =

σ2I とする

上の例からもわかるように，{Z(t)}に対する線形演算 EQ2

Y (t) =
∞∑

h=−∞

g(h)Z(t− h) (7)
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によってできる {Y (t)}の性質を調べておく必要がある．ここで各 g(h)は

n × m行列であり，Y (t)は n次元の値をとる．(7)のような線形演算は

（ノイズレス）フィルターとも呼ばれ，g(h)はインパルスレスポンス行列

と呼ばれる．{Z(t)}が弱定常ならば {Y (t)}も弱定常時系列となるので，
それぞれ

Z(t) =

∫
e2πitλdW (Z)(λ)

Y (t) =

∫
e2πitλdW (Y )(λ)

なるフーリエ表現をもつ．したがって，伝達関数

Γ(λ) =
∞∑

h=−∞

g(h)e−2πihλ

を用いて，直交増分過程 {W (Z)(λ)}と {W (Y )(λ)}の関係

dW (Y )(λ) = Γ(λ)dW (Z)(λ)

を得る．これを

dW
(Y )
j (λ) = Γj1(λ)dW

(Z)
1 (λ) + · · ·+ Γjm(λ)dW

(Z)
m (λ) , j = 1, · · · , n

の形に書き下してみれば，(7)の時間領域 (Time Domain)での関係よりも

ずっときれいな線形関係が成立していることがわかる．また，この関係か

ら，{Y (t)}のスペクトル密度 fY Y (λ)と {Z(t)}のスペクトル密度 fZZ(λ)

の間には EQ2-A

fY Y (λ) = Γ(λ)fZZ(λ)Γ(λ)∗ (8)

の関係があることがわかる．また，fY Z(λ) = Γ(λ)fZZ(λ)も成立してい

る．ただし，Γ(λ)∗は Γ(λ)T を表す．なお，一般に，2つの多変量時系列

{Y (t)}と {Z(t)}を考えたとき，

γZZ(h) = E(Z(t+ h)Z(t)∗)

γY Y (h) = E(Y (t+ h)Y (t)∗)

γY Z(h) = E(Y (t+ h)Z(t)∗)

γZY (h) = E(Z(t+ h)Y (t)∗)

52



の 4種類の共分散系列が考えられ，これらに対応して 4種類のスペクト

ル fZZ(λ)，fY Y (λ)，fY Z(λ)，fZY (λ)が考えられる．

演習問題 Y (t), Z(t)が実数値のとき，fY Z(λ)∗ = fZY (λ)が成り立

つことを示せ．

さて，フィルター (7)の一般化であるノイズのあるフィルター EQ3

Y (t) =
∞∑

h=−∞

g(h)Z(t− h) + ε(t) (9)

を考えよう．ただし，弱定常なノイズ {ε(t)}は {Z(t)}と直交すると仮定
する．つまり γZε(h) = E(Z(t + h)ε(t)∗) = 0, h = · · · ,−1, 0, 1, · · · とす
る．そうすると

ε(t) =

∫
e2πitλdW (ε)(λ)

と表せば，

dW (Y )(λ) = Γ(λ)dW (Z)(λ) + dW (ε)(λ)

なる関係から，

fY Z(λ) = Γ(λ)fZZ(λ)

fY Y (λ) = Γ(λ)fZZ(λ)Γ(λ)∗ + f εε(λ)

を得る．これは (8)の拡張である．これらを組み合わせれば fZZ(λ)−1が

存在する限り EQ3’

fY Y (λ) = fY Z(λ)fZZ(λ)−1fY Z(λ)∗ + f εε(λ) (10)

が成立することもわかる．

さて，2つの時系列 {Y (t)}と {Z(t)}の総合的な相関の指標はどう定義
したらよいだろうか．まず，Y (t)がスカラー値のときを考える．このと

き (9)を {Y (t)}を被説明変数 {Z(t)}を説明変数とする一種の回帰モデ
ルとしてみれば，{ε(t)}の分散が相対的に小さければ小さいほど {Y (t)}
と {Z(t)}の総合的な相関は高いと考えられる．ここで，上の結果を用い
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れば，

σ2
ε = Var(ε(t)) =

∫
e2πiλ0f εε(λ)dλ

=

∫
(fY Y (λ)− fY Z(λ)fZZ(λ)−1fY Z(λ)∗)dλ

=

∫ (
1− fY Z(λ)fZZ(λ)−1fY Z(λ)∗

fY Y (λ)

)
fY Y (λ)dλ

であるので，

wY Z(λ) =

(
fY Z(λ)fZZ(λ)−1fY Z(λ)∗

fY Y (λ)

) 1
2

を定義して多重コヒーレンシーと呼び，{Y (t)}と {Z(t)}の総合的な相関
の指標として用いることが多い．0 ≤ wY Z(λ) ≤ 1は (10)より明らかであ

る（演習問題）．なお

Var(Y (t))− Var(ε(t))

Var(Y (t))
=

∫
wY Z(λ)

2fY Y (λ)dλ∫
fY Y (λ)dλ

の関係に注意すれば，wY Z(λ)は周波数ごとの線形関係の強さを表してい

ると見ることができる．考え方としては重回帰における重相関と同じで

ある．なお，特にm = 1つまり Z(t)もスカラー値ならばwY Z(λ)は 2変

量時系列X(t) = (Y (t), Z(t))T のコヒーレンシー |w12(λ)|と一致する．こ
れがwWZ(λ)が多重コヒーレンシー (multiple coherency)と呼ばれる理由

でもある．

なお，Z(t)だけでなくY (t)も多変量のときは，各要素{Yj(t)}と{Z(t)}
の多重コヒーレンシーを考えるか，(

det(fY Z(λ)fZZ(λ)−1fY Z(λ)∗)

det(fY Y (λ))

) 1
2

を考える．

場合によっては，{Yj(t)}と {Z(t)}との総合的な関連の強さではなく，
{Yj(t)}と特定の要素 {Zk(t)}との直接的な関連の強さを調べる必要が生
じる．以下では，{Z(t)}が 2次元の値をとるときに，Z2(t)の影響を除い

た {Y1(t)}と {Z1(t)}の直接的な関連の強さの指標を導いてみよう．まず，
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{Y1(t)}と {Z1(t)}から

ε(t) = Y1(t)−
∞∑

h=−∞

g(1)(h)Z2(t− h)

e(t) = Z1(t)−
∞∑

h=−∞

g(2)(h)Z2(t− h)

として，∥ε(t)∥と∥e(t)∥がともに最小になるように，{g(1)(h)}と{g(2)(h)}
を定めれば，そのときの {γεe(h)}を偏自己共分散系列という．なお，この
とき明らかに ε(t)，e(t)ともに {Z2(t)}の張る線形空間に直交する．さら
に，G(1)(λ) =

∑
h

g(1)(h)e−2πiλh，G(2)(λ) =
∑
h

g(2)(h)e−2πiλhとおけば，

dW ε(λ) = dW Y1(λ)−G(1)(λ)dWZ2(λ)

dW e(λ) = dWZ1(λ)−G(2)(λ)dWZ2(λ)

の関係となるので，偏自己共分散系列に対応したスペクトル密度，つま

り γεe(h)のフーリエ変換，

f εe(λ) = fY1Z1(λ)−G(1)(λ)fZ2Z1(λ)

−G(2)(λ)∗fY1Z2(λ) +G(1)(λ)G(2)(λ)∗fZ2Z2(λ)

を得る．これはさらに

f εe(λ) = fY1Z1(λ)− fY1Z2(λ)fZ1Z2(λ)

fZ2Z2(λ)

と書き換えられ（演習問題），偏クロススペクトル密度 (partial cross-

spectral density)と呼ばれる．f εe(λ)を fY1Z1·Z2(λ)と表記することもあ

る．また，

wY1Z1·Z2(λ) =
f εe(λ)

(f εε(λ)f ee(λ))
1
2

を複素偏コヒーレンシー (partial coherency)という．また，arg(wY Z1·Z2(λ)) =

arg(f εe(λ)) を偏フェーズ (partial phase)という．さらにZ(t)が 2次元で

なく，一般的にm次元のときの Yj(t)とZk(t)の偏コヒーレンシーなども

Z(−k)(t)を k番目の変量を除いた時系列として

ε(t) = Yj(t)−
∞∑

h=−∞

g(1)(h)TZ(−k)(t− h)

e(t) = Zk(t)−
∞∑

h=−∞

g(2)(h)TZ(−k)(t− h)
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のように定義することによって同様に導くことができる．ただし，g(1)(h)，

g(2)(h)はm− 1次元の係数ベクトルである．

8 多変量ARMAモデル(Multivariate ARMA

model)

一変量のときのARMA（Autoregressive Moving Average）モデルの多

変量版を考える．多変量時系列 {Z(t)}が方程式

Φ(B)Z(t) = Θ(B)ε(t)

を満たし，次に述べるような条件が満たされるときARMA(P,Q)モデル

に従うという．ただし，P = (pjk : 1 ≤ j, k ≤ m)，Q = (qjk : 1 ≤
j, k ≤ m)は次数を定める行列であり，

Φ(z) = (ϕjk(z) : 1 ≤ j, k ≤ m)

Θ(z) = (θjk(z) : 1 ≤ j, k ≤ m)

で，

ϕjk(z) =

pjk∑
l=0

ϕjkl z
l ,

θjk(z) =

qjk∑
l=0

θjkl z
l

はそれぞれ pjk次，qjk次の伝達関数である．また，行列

Φl = (ϕjkl : 1 ≤ j, k ≤ m), l = 0, 1, 2, · · · , p = max(pjk)

を定義すれば，Φ(z) =
∑p

l=0Φl z
lと表すこともでき，同様に

Θl = (θjkl : 1 ≤ j, k ≤ m), l = 0, 1, 2, · · · , q = max(qjk)

を定義すれば，Θ(z) =
∑q

l=0Θl z
lと表すこともできる．ただし，Θ0 =

Φ0 = Iと定義しておくのが普通である．
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条件 1 {ε(t)}は直交過程である．つまり

E(ε(t+ h)ε(t)
T
) =

{
Σ h = 0

0 h ̸= 0

が成立する．

条件 2 ε(t)は過去のZ(t− 1), Z(t− 1), · · · と直交する．つまり

E(ε(t)Z(t− h)
T
) = 0 , h = 1, 2, · · ·

が成立する．
Wold 分
解 の 多

変量版条件 3

|Φ(z)| ̸= 0 for |z| ≤ 1

|Θ(z)| ̸= 0 for |z| ≤ 1

条件 1，条件 2は {ε(t)}が {Z(t)}のイノベーションであるための条件で，
条件 3の前半が弱定常性を保証する条件，後半が無限次の ARモデルで

表現できるためのいわゆる可逆性 (invertibility)の条件である．

例 1の関係式

(I − F )Z(t) = GZ(t− 1) + ε(t)

もARMAモデルのように見えるが，Φ0 ̸= I なので厳密にはARMAモ

デルではない．しかし (I − F )が逆行列をもつので，

I − (I − F )−1Gz =

(
1 + αβz 0

−βz 1

)

となり

det(I − (I − F )−1Gz) = 1 + αβz .

従って，|αβ| < 1ならば定常なARモデルとなる．

スペクトルを求めるには ARMA方程式の左辺と右辺をそれぞれノイ

ズレスフィルターとみて両辺のスペクトルを求めれば

Φ(e−2πiλ)fZZ(λ)Φ∗(e−2πiλ) = Θ(e−2πiλ)f εε(λ)Θ∗(e−2πiλ)
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なる等式を得る．条件 3の前半からΦ(e−2πiλ)は任意の λについて逆行列

をもつので，f εε(λ) = Σであることに注意すれば

fZZ(λ) = Φ(e−2πiλ)−1Θ(e−2πiλ) ΣΘ∗(e−2πiλ)Φ∗(e−2πiλ)−1

を得る．

ここで，多変量ARMAモデルのあてはめを行うソフトウェアについて

触れておく．ARIMAモデル

Φ(B)(I −B)dZ(t) = Θ(B)ε(t), dは正整数

のあてはめを最尤法によって行う S関数 arima.mleは一変量時系列に対し

てだけ有効で，多変量時系列には適用できない．これは，統計数理研究

所で開発した TIMSACパッケージ（『FORTRAN 77 時系列解析プログ

ラミング』，北川源四郎著，岩波書店，1993）でも同様である．多変量

ARIMAのような複雑なモデルになると非線形最小化アルゴリズムが満

足に動かないからである．そこで，通常は後半で述べる状態空間表現に

もとづく方法が用いられる．

9 多変量ARモデルにもとづく推測 (Inference

on Multivariate AR model)

多変量ARモデルは，多変量ARMAモデルでΘ(z) = I としたモデル

であり，多変量ARMAモデルより特殊なモデルであるが，モデルとして

の意味の明快さや予測量の単純さ，推定の容易さ，安定性などさまざま

な面で，広く用いられることの多いモデルである．本章では，多変量AR

モデルに焦点を絞って，そのパラメータ推定の諸問題を論ずる．

9.1 多変量ARモデルのパラメータ推定 (parameter esti-

mation)

Φ(B)Z(t) = ε(t)

つまり， eq-A
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p∑
l=0

ΦlZ(t− l) = ε(t) , Φ0 = I (11)

のパラメータ行列Φ1, · · · ,Φpと共分散行列Σ = Cov(ε(t))をm次元のベ

クトル観測値Z(1), · · · , Z(n)にもとづいて最小二乗法で推定するには，次
のように書き換えておくとよい．

Y =


Z(p+ 1)T

Z(p+ 2)T

...

Z(n)T

 : (n− p)×m行列

X =


Z(p)T · · · Z(1)T

Z(p+ 1)T · · · Z(2)T

...

Z(n− 1)T · · · Z(n− p)T

 : (n− p)× pm行列

B =

 −ΦT
1

...

−ΦT
p

 : pm×m行列

E =

 ε(p+ 1)T

...

ε(n)T

 : (n− p)×m行列

とおけば，多変量ARモデルは

Y = XB + E

という通常の多変量回帰モデルに書き換えられる．定常性から，特殊な

場合を除きXは最大階数となるので，以下ではXは常に最大階数である

と仮定する．

9.1.1 Σ = σ2Iと仮定したとき

Bの最小二乗推定量つまり，tr((Y −XB)T (Y −XB))を最小にする B
は

B̂ = (XTX)−1XTY
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で与えられ，σ2の推定量は

σ̂2 =
1

(n− p)m− pm2
tr
(
(Y −XB̂)T (Y −XB̂)

)
で与えられるが，これをこのまま解くのは計算効率の面からも，精度の面

からも望ましくない．Xの（ハウスホルダー法による）QR分解X = QR

を用いるのが普通である．QR分解を用いれば B̂は上三角方程式

RB̂ = QTY

を解くだけで求まり，σ̂2は

σ̂2 =
1

(n− p)m− pm2
tr
(
Y TY − (QTY )T (QTY )

)
で求まる．ここでは E の要素はすべて相関がないと仮定しているので，

結局

vec(Y ) = (I ⊗X)vec(B) + vec(E)

のように，ベクトル観測値の方程式に書き換えて，一変量回帰モデルとし

ての最小二乗法を考えるのと同じである．ただし，vecは行列の各列を積

み重ねてベクトルを作る関数であり，⊗はクロネッカー積である．vec(E)
の要素数が (n − p)m，vec(B)の要素数が pm2であることから上の σ̂2の

定義も理解できる．

回帰変数の選択

M を要素が 1か 0の大きさ pm × pmの対角行列とする．対角線上の

m(i− 1) + j要素が 0であることはラグ iの j番目の変量Zj(t− i)をAR

モデルから除くことを示している．このマスクM を用いれば回帰変数の

選択を含んだ多変量ARモデルは

Y = XMB + E

と書き換えられ，Bの推定量は eq-B

MTRTRM B̂ =MTRTQTY (12)

の解として求まる．これはさらに

(RM)T (RM)B̂ = (RM)TQTY
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と書き換えられるが，一般的には (RM)T はM で指定されたRの各行を

0ベクトルとした退化した行列であり，両辺から簡単にキャンセルするわ

けにはいかない．しかし，M の対角要素の 0が後半にかたまっているよ

うな特殊な場合には，(RM)T は ∗ 0...
. . .∗ · · · ∗ 0
0 0


のような形の行列となり，0でない下三角部分はもとの Rが最大階数で

ある限り，同じように最大階数となるので，両辺の (RM)T をM で置き

換えた

M(RMB) =M(QTY )

を解くことと同じになる．

もちろん実際には上の方程式系の後半には 0 = 0という自明な方程式

が含まれるので，それは除いてから解くことになる．具体的なアルゴリ

ズムとしては，R,QTY,Bの最後の方の行で diag(M)の対応する要素が 0

の行を除いた R̃, Q̃TY, B̃による方程式

R̃B̃ = Q̃TY

を解けばよい．但し，B̃には 0を補って Bに戻す必要がある．
しかし，このようにきれいなマスクでない場合には (12)式をそのまま

解く必要がある．左辺の係数行列MTRTRM は，RTRからM で指定さ

れた行と列を除くことと同じで，右辺はRTQTY の対応する行を除くこ

とと同じである．ただし，もはや三角方程式とはならないので数値精度

の問題を避けるためには，左辺の係数行列をふたたびQR分解してから

解いた方がよい．連立方程式を解くよいルーチンならば，これは自動的

に行ってくれるのでそれにまかせてもよい．例えば S関数 solveはQR分

解を利用して解を求めている．

もう一つ考えられる方法としては，最初からXの対応する要素を取り

除いてしまう方法があるが，これはさまざまな変数選択を試したいとき

など，きわめて大きな行列XのQR分解を何度も実行しなければならな

いので，あまり勧められない．
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9.1.2 Σ = diag(σ2
1, · · · , σ2

m)と仮定したとき

この場合，最小二乗法で解く限り，ARモデル式をm個の独立な方程式

Yj = XBj + Ej , j = 1, · · · ,m

に分けて考えても同じである．但し，Yj,Bj, Ejはそれぞれ Y,B, Eの第 j

列である．従って，3.1.1と同じXのQR分解の結果を利用すれば

RB̂j = QTYj , j = 1, · · · ,m

を解くことによって求まり，σ2
j の推定量は

σ̂2
j =

1

n− p− pm

(
Y T
j Yj − (QTYj)

T (QTYj)
)

で求まる．この場合，結果的にBの推定量は 3.1.1で求めた推定量と同じ

である．それは方程式

RB̂ = QTY

の各列がちょうど上のm個の方程式になっているからであり，また，

tr
(
(Y −XB)T (Y −XB)

)
=

m∑
j=1

∥Yj −XBj∥2

と書き換えられるからでもある．違いは σ2を推定するか，σ2
1, · · · , σ2

mを

推定するかだけである．この場合に推定を行う S関数は ars2が作ってあ

るので参考にするとよい．

回帰変数の選択

上の議論からわかるように，3.1.1と同じ扱いができるので，任意のマス

クについて同様である．統計数理研究所の石黒氏作成のプログラムARfit マ ス ク

の サ ー

チ 方 法

を 記 載

予定

は，Φ1, · · · ,Φpについて同じマスクという制限はあるものの，この 3.1.2

の場合についての回帰変数の選択をAICにもとづいて行っている．

9.1.3 一般のΣのとき

非負定符号行列ΣはΣ = CTCのように上三角行列Cでコレスキー分

解できるが，さらに，d = diag(C)を対角要素とする対角行列Dの逆行

列を施した

B = D−1C
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を用いれば eq-C

Σ = BTD2B (13)

と分解できる．ARモデル式の両辺に左から (BT )−1を施せば (11)式は

p∑
l=0

Φ̃lZ(t− l) = ε̃(t)

と書き換えられる．ただし，Φ̃l = (BT )−1Φl , l = 0, · · · , p，ε̃(t) =

(BT )−1ε(t)．従って，

Cov (ε̃(t)) = D2

のように ε̃(t)の各要素が無相関になるので，3.1.2の場合に帰着する．

ただし，多変量回帰モデルに書き換えるためには Φ̃0 ̸= Iであることに

注意して，

Φ̃0 = (BT )−1 − I

とおき直し，

Z(t) +

p∑
l=0

Φ̃lZ(t− l) = ε̃(t)

の形に書き直しておいた方がよい．

これを多変量回帰モデルで書き直せば，Y はこれまでと同じで

X =

 Z(p)T · · · Z(1)T Z(p+ 1)T

...
...

...

Z(n− 1)T · · · Z(n− p)T Z(n)T

 : (n− p)× (p+ 1)m行列

B̃ =


−Φ̃T

1
...

−Φ̃T
p

−Φ̃T
0

 : (p+ 1)m×m行列

E =

 ε̃(p+ 1)T

...

ε̃(n)T

 : (n− p)×m行列

である．なお，Φ̃0に対応して Y と同じ列をX の最初ではなく最後に付

け加えたのはBが対角線が 1ばかりの上三角行列であるので，B−1も同
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じ上三角行列となり，Φ̃0 = (BT )−1 − Iは対角線がすべて 0の下三角行列

になるという特殊な事情を考慮したためである．これは 3.1.1で述べた回

帰変数選択と同じ状況である．従って方程式系，

RB̃j = QTYj , j = 1, · · · ,m

で，B̃jは最初の pm+ (j − 1)個の要素以降は最初から 0であり，求める

必要はない．つまり，jの値に応じてRから pm + (j − 1)番以降の行と

列を除き，また右辺も対応して除いた方程式に縮小して解いた上で，0を

埋めればよい．

また，求めた B̃を行列演算Bで Bへ戻すことも必要である．ここで

B̃B =


−ΦT

1
...

−ΦT
p

−(I −B)


という関係にあることに注意すればよい．BはB = ((I +Φ̃0)

−1)T で求ま

る．さらに，Σは（13)に従ってBとDの推定値より求める．D2の対角

要素は基本的には 3.1.2で与えた σ̂2
j , j = 1, · · · ,mでよいが，この場合

は回帰パラメータが pm+ (j − 1)個あることに注意すれば，n− p− pm

ではなく (n− p)− (pm+ (j− 1))で割る方が自然である．また，QTYjは

第 1要素から第 pm+ j − 1要素までだけを用いる．3.1.3の場合を求める

S関数は ars3である．

回帰変数の選択

ここでは一般の Σの場合に，Bいくつかの要素が 0であるといった制

約条件のもとで Bを求める方法を示す．非常に特殊なマスクの場合を除
いて，Σを任意とすると簡単な線形演算では解が得られない．TIMSAC

のmulvarは，pが被説明変量ごとに違ってもよい，という形だけの回帰

変数選択を許しているが，このような形，あるいはマスクが被説明変量

について同一といった形の場合には，あらかじめXの列の入れ換えをし

ておけば変換B−1で構造が変わらないので，3.1.2までと同様の方法で処

理できる．しかし，任意のマスクの場合はそうはいかない．そこで，推

定パラメータB, B,Dのうち，まずBを既知パラメータとしてB, Dを推
定し，次に推定されたB, DにもとづいてBを推定し，アップデートする

方法によって求めることを考える．まず，

Y = XB + E
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の両辺に右からB−1を施したものを

Ỹ = XB̃ + Ẽ

とおく（（11）の形の表現で左から (BT )−1を施したものと同等である）．

ただし，Y B−1 = Ỹ， BB−1 = B̃，EB−1 = Ẽ．

まず，ラグランジュ乗数法を用いて B̃を求めるときに必要な制約条件
として，Bの (k, l)要素が 0であるという簡単な制約条件を考えると，

V =
m∑
j=1

∥Ỹj −XB̃j∥2 − 2λeT
k B̃Bel −→ min

となる B̃を求めればよいことになる．ここで，

eT
k B̃Bel = eT

kBel = Bkl

より，制約条件は確かに Bkl = 0と同等になっていることがわかる．な

お，ekは次元が pmで k番めの要素が 1の単位ベクトル，elは次元がm

で l番めの要素が 1の単位ベクトル．

また，

∂

∂B̃j

eT
k B̃Bel =

∂

∂B̃j

eT
k

m∑
i=1

B̃iBil

であるから，
∂V

∂B̃j

= −2XT (Ỹj −XB̃j)− 2λekBjl ．

と書け， ∂V

∂
˜Bj

= 0の方程式は

XT Ỹj + λekBjl = XTXB̃j , j = 1, · · · ,m

つまり，

B̃ = (XTX)−1
(
XT Ỹ + λekB

T
l

)
ただし，BlはBの l列．さらに，制約条件 eT

k B̃Bel = 0に B̃を代入し

λ = − (eT
kR

−1)QT Ỹ Bl

(eT
kR

−1)(eT
kR

−1)TBT
l Bl

を得る．
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同様に，制約条件がBの (k1, l1), · · · , (kr, lr)要素が 0という一般的な場

合を考える．Z = RTQT Ỹ，A = R−1(RT )−1 = (RTR)−1とおけば，

B̃ = A(Z + λ1ek1B
T
l1
+ · · ·+ λrekrB

T
lr) .

また，制約条件より λ1, · · · , λrは eq-D eT
k1
AZBl1
...

eT
kr
AZBlr

 = −

 eT
k1
A(λ1ek1B

T
l1
Bl1 + · · ·+ λrekrB

T
lr
Bl1)

...

eT
kr
A(λ1ek1B

T
l1
Blr + · · ·+ λrekrB

T
lr
Blr)

 (14)

の解として求まる．ArをAの (k1, · · · , kr)行だけを取り出した行列，B∗

をBの (l1, · · · , lr)列だけを取り出した行列として (14) を書き直せば， A
(1)
r ZB∗

1
...

A
(r)
r ZB∗

r

 = −Arr × ((B∗)TB∗)λ

となる．ただし，ArrはAの (k1, · · · , kr)行と (k1, · · · , kr)列をそれぞれ
組み合わせて取り出した部分行列，λ = (λ1, · · · , λr)T であり，×は行列
演算ではなく，要素ごとの積である．この方程式にもとづいて求めた λ

を代入して B̃を求めればよい．もちろん B̃を Bに戻す必要はある．

一方，Bを既知としたとき，

E = Y −XB

においてEの各行をE(j) , j = 1, · · · , n− pとすれば，モデルの仮定は

E(j) ∼ N(0,Σ) , j = 1, · · · , n− p（独立）

であるから，尤度関数は

L = log
1

((2π)m|Σ|)n−p
2

exp

{
−1

2

n−p∑
j=1

E(j)Σ−1(E(j))T

}

となり，これを最大にするΣの最尤推定量は

Σ̃ =
1

n− p

n−p∑
j=1

(E(j))T (E(j))
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となる．実際には B̂ = B̃BT によって Bを推定できるので，残差 Ê =

Y −XB̂を求め，

Σ̂ =
1

n− p

n−p∑
j=1

(Ê(j))T (Ê(j))

でΣを推定し，

Σ̂ = CCT = B̂D̂2B̂T

からBを B̂でアップデートし，アップデートされた B̂を用いて再び B̃を
求め直す．これを収束するまで繰り返す．

収束を判定するには対数尤度を基準にするとよい． eq-E

log
1

((2π)m|Σ|)n−p
2

exp

{
−1

2

n−p∑
j=1

E(j)Σ−1(E(j))T

}

= log
1

((2π)m|Σ̂|)n−p
2

exp

{
−(n− p)m

2

}
(15)

=
−(n− p)

2

{
m log 2π + log |Σ̂|+m

}
(15)において 1行めから 2行めの書換えでは vTAv

=
tr(AvvT )n−p∑

j=1

Ê(j)Σ̂−1(Ê(j))T =

n−p∑
j=1

tr
(
Σ̂−1(Ê(j))T Ê(j)

)
= tr

(
Σ̂−1

n−p∑
j=1

(E(j))TE(j)

)
= tr

(
Σ̂−1(n− p)Σ̂

)
= (n− p)tr(Im) = (n− p)m

であることを用いている．ここで Imはm×m単位行列．

|Σ̂| = |B̂D̂2B̂T | = |D̂2| = σ̂2
1 × · · · × σ̂2

m

なので (15)の対数尤度は

−n− p

2

{
m log 2π +

m∑
j=1

log σ̂2
j +m

}

となり，この値がなるべく大きくなり，しかも収束していると判断でき

るまで B̂, B̂, Σ̂を上記の方法で繰り返し推定する．
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さまざまな制約条件のうち，どれが適当かを判断する基準の 1つとし

て，AICがある．

AIC = −2 ·最大対数尤度+ 2 ·未知パラメータ数

の定義より，上の場合

AIC = (n− p)

{
m log 2π +

m∑
j=1

log σ̂2
j +m

}
+2(pm2 − r +m(m+ 1)/2)

となる．ここで，未知パラメータ数としては，回帰パラメータ数が制約

条件の個数 r を考慮すると pm2 − r，分散パラメータがm(m+ 1)/2個で

あることを考慮している．なお，pも変化させて比較する場合には，最大

ラグ p̄で行列Xを作り，pの値によらず，同一のXを用いる必要がある．

従って，

AIC = (n− p̄)

{
m log 2π +

m∑
j=1

log σ̂2
j +m

}
+2(pm2 − r +m(m+ 1)/2)

となる．いずれの場合も，AICの値が最小時の制約条件が一番適してい

ることになる．

9.2 多変量ARモデルのパラメータが弱定常性の条件を満

たしているかどうかの判定 (Diagnostics of the sta-

tionarity)

弱定常性の必要十分条件

|I + Φ1z + · · ·+ Φpz
p| ̸= 0 for |z| ≤ 1

を満たしているかどうかを判定するには，多項式行列の単因子 (elementary

divisor) 表現を用いる必要がある．

定理（多項式行列の標準化）
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任意のm次の多項式行列は，次の標準形と対等である．つまり，行や

列の入れ換え，それらの定数倍，ある行や列に多項式をかけて他の行や

列に加えるといった基本変形で，次の標準形に一意的に変形できる．

e1(z)
. . .

er(z)

0

0
0

. . .

0


ただし，e1(z), · · · , er(z)は次の条件を満たす多項式である．

(1) ei(z), i = 1, · · · , rはすべて最高次の係数が 1の多項式である．

(2) ei(z)は ei−1(z)で割り切れる．i = 2, . . . , r．

この定理を用いれば，行列多項式 I +Φ1z + · · ·+Φpz
p を標準形に変形

し，その行列式が 0となる根がどこにあるかをチェックすればよいことに

なる．明らかに，r = mでなければ定常性の条件は満たされない．r = m

のとき
m∏
j=1

ej(z) = 0

の根，つまり ej(z) = 0 , j = 1, · · · ,m の根がすべて単位円外にあるこ
とが弱定常性の必要十分条件である．(2)の条件より，実は em(z) = 0の

根を考えるだけでよい．ただ，実際の計算では，対角行列にまで変形す

る必要はなく，上三角行列に変形すれば十分である．また，定理の条件

(1) , (2)は単に一意性のための条件にすぎないので，e1(z), · · · , er(z)が
この条件を満たすものである必要もない．以下の三角化アルゴリズムは，

本質的に普通の数値行列の三角化と同じである．

アルゴリズム

A(z) = I + Φ1z + · · ·+ Φpz
p

とおき，

(1) A(z)の第 1列の要素のうち，(1,1)要素A11(z)が最低次の多項式と

なるように行を入れ換える．
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(2) A11(z)でA21(z), · · · , Am1(z)を割ったときの商をQ2(z), · · · , Qm(z)

とする．

Ak1(z) = A11(z)Qk(z) +Rk(z) , k = 2, · · · ,m

第 1行にQk(z)をかけた多項式（行）ベクトルを k行から引く，k =

2, · · · ,m．

(3) 第 1列の第 2要素以降はR2(z), · · · , Rm(z)となっているはずである．

これらがすべて 0となっていなければ (1)へ戻って操作を繰り返す．

(4) A11(z)が e1(z)である．

(5) A(z)の 1行，1列を除いた部分行列をA(z)とおき直し，(1)へ戻る．

この際，第 1列が 0ベクトルとなっていれば列の入れ換えで最終列

に移動する（弱定常性の判定ならばこの段階で非定常であることに

なる）．

(6) (5)でおき直したA(z)が 1行 1列の行列になるまで (1)～(5)の過程

を繰り返し，1行 1列になればそれが em(z)であり，終了．

10 状態空間モデルとARMAモデル(State Space

Model and ARMA model)

推移方程式（transition equation）

X(t) = FX(t− 1) +Gv(t)

と観測方程式（observation equation）

Z(t) = HX(t) + w(t)

の2つの方程式で表現されるモデルが状態空間モデル（state space model）

と呼ばれる．X(t)は適当な次元のベクトルで状態ベクトル（state vector）

と呼ばれる．また，F,G,Hは行列である．さて，ARMA(P,Q)モデルは

w(t) = 0の状態空間モデルで表現できる．ただし，表現の仕方は一意的

ではなく，次のような代表的な 2つの表現が知られている．なお，状態

空間モデルは一般的には弱定常とはならないが，{v(t)}が平均 0，分散一
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定の直交過程で，F の固有値がすべて 1より小で，E∥X(t)∥が有界なら
ば，{X(t)}は弱定常過程となり，{Gv(t)}がイノベーションとなる．実
際，推移方程式を繰り返し用いることにより，

X(t) = F iX(t− i) +
i−1∑
l=0

F lGv(t− l)

のように表現できるが，∥F∥を F のオペレータノルムとすれば仮定から

∥F∥ < 1であり，

E∥F iX(t− i)∥ ≤ ∥F∥iE∥X(t− i)∥

と評価できるので，F iX(t− i)は 0に収束し

X(t) =
∞∑
l=0

F lGv(t− l)

という表現を得る．これは {Gv(t)}がイノベーションであることを意味
している．

10.1 直接表現 (direct representation)

r = max(p, q + 1)として

X(t) =


Z(t)

Z(t− 1)
...

Z(t− r + 1)

 , v(t) =


ε(t)

ε(t− 1)
...

ε(t− q)

 ,

　

F =


−Φ1 · · · −Φp 0 · · · 0

I 0...
0 I 0

 ,

　

G =

(
I Θ1 · · · Θq

0

)
,

　

H = (I 0 · · · 0)
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とおけばARMAモデル

Φ(B)Z(t) = Θ(B)ε(t)

は状態空間モデル

X(t) = FX(t− 1) +Gv(t)

Z(t) = HX(t)

で表現できる．ただし，X(t)は rm次元ベクトル，v(t)は (q + 1)m次元

ベクトル，F は rm× rm行列，Gは rm× (q + 1)m行列，Hは rm×m

行列であり，一般的にかなり大きな行列方程式となる．

10.2 マルコフ表現 (Markov representation)

4.1の直接表現は，単純にARMA方程式を書き直しただけであるので，

{Gv(t)}は直交過程ではなく，もちろん状態ベクトルの系列 {X(t)}に対
するイノベーションにもならない．マルコフ表現はこのような問題を解

決した表現を与える．また，マルコフ表現することにより，状態空間の

次元の節約も可能となる．まず，記号として条件付平均値

Z(t|s) = E(Z(t)|Z(s), Z(s− 1), · · · )

を導入する．s ≥ tなら明らかにZ(t|s) = Z(t)である．一変量のときと同

じように，Zをm次元の値をとる確率変数，Y を別の確率変数とし g(Y )

をm次元の値をとる可測関数とすれば

E∥Z − g(Y )∥2 ≥ E∥Z − E(Z|Y )∥2

が成立するので，E(Z|Y )は Y への射影と考えられる．このことから，

Z(t|s)は Z(t)の Z(s), Z(s− 1), · · · から生成される σ–集合体への射影で

ある．なお，正規過程を仮定すればこの条件付平均値 Z(t|s)は実際，行
列を係数とするm次元の値をとる確率変数の線形空間

Span{Z(s), Z(s− 1), · · · } = Span{ε(s), ε(s− 1), · · · }

への射影と一致する．ここでSpan{Z(s), Z(s−1), · · · }はSpan{z1(s), · · · , zm(s), z1(s−
1), · · · , zm(s− 1), · · · }の意味なので，射影Z(t|s)は，Z(s), Z(s− 1), · · ·
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の行列係数の線形結合のうちでもっともZ(t)に距離の近いものという意

味である．この条件付平均値を用いて，rm次元の状態ベクトルを

X(t) =


Z(t|t)
Z(t+ 1|t)
...

Z(t+ r − 1|t)


と定義すれば，正規性の仮定のもとで ARMA(P,Q)モデルのマルコフ

表現

X(t) = FX(t− 1) +Gε(t)

Z(t) = HX(t)

を得る．ただし，

F =


0 I 0...... 0 ...

I

0 · · · 0 −Φp · · · −Φ1

 ,

G =


I

Ψ1

...

Ψr−2

Θr−1

 , H = (I 0 · · · 0)

である．なお，Ψ1, · · · ,Ψr−1はΦ(z)−1Θ(z)を展開したときの係数行列で

ある．つまり，

Φ(z)−1Θ(z) = Ψ0 +Ψ1z +Ψ2z
2 + · · ·

の係数行列である．ARMAモデルが上のようなマルコフ表現をもつこと，

逆に上のような表現ができれば ARMAモデルであることはそれほど明

らかなことではない．以下にそれを証明する．
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10.2.1 ARMAモデルからマルコフモデル(ARMAmodel to Markov

model)

{ϵ(t)} は独立系列とする．

Z(t) =
∞∑
l=0

Ψl ε(t− l)

がすべての tについて成立していることより，任意の非負整数 jについて EQ3-1

Z(t+ j|t) =
∞∑
l=0

Ψl ε(t+ j − l|t)

=
∞∑
l=j

Ψl ε(t+ j − l) (16)

ただし， 証明

ε(t|s) = E(ε(t)|Z(s), Z(s− 1), · · · )
= E(ε(t)|ε(s), ε(s− 1), · · · )

で ε(t)の条件付平均値を表す．また，任意の j ≥ 0について EQ3-2

Z(t+ j|t− 1) =
∞∑
l=0

Ψl ε(t+ j − l|t− 1)

=
∞∑

l=j+1

Ψl ε(t+ j − l) (17)

(16)と (17)を比較することにより，

Z(t+ j|t) = Z(t+ j|t− 1) + Ψjε(t) , j = 0, 1, 2, · · ·

を得る．これが推移方程式の最初の r− 1個のブロック行に対応する．一

方，ARMA方程式
p∑

l=0

ΦlZ(t− l) =

q∑
l=0

Θl ε(t− l)

で，tを t+ r− 1で置き換え，時間 tでの条件付平均をとれば r > qであ

ることより
p∑

l=0

ΦlZ(t+ r − 1− l|t) = Θr−1ε(t)

を得る．これが推移方程式の最後のブロックに対応する．
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10.2.2 マルコフモデルからARMAモデル(Markov model to ARMA

model)
ARIMA
で も

O.K.
Z(t)がm次元，X(t)が s = rm次元なので，

EQ3-3X(t) = F sX(t− s) + F s−1Gε(t− s+ 1) + · · ·+Gε(t) (18)

が成立する．さらにこの式を利用すれば任意の l < sについて EQ3-4

F s−lX(t− s) = F s−lX(t− l − (s− l))

= X(t− l)−
{
F s−l−1Gε(t− l − (s− l − 1))

+F s−l−2Gε(t− l − (s− l − 2)) + · · ·+Gε(t− l)
}

= X(t− l)−
s−l−1∑
j=0

F s−l−1−jGε(t− s+ 1 + j) (19)

が成り立つ．一方Cayley - Hamiltonの定理から

s∑
l=0

αlF
s−l = 0

が成立する．ここで，α0 = 1, α1, · · · , αsは F の固有多項式

|λI − F | =
s∑

l=0

βlλ
s−l　 (β0 ̸= 0)

の係数β0, · · · , βsをβ0で正規化した係数である．従って，(19)を用いれば

F sX(t− s) = −
s∑

l=1

αlF
s−lX(t− s)

= −αsX(t− s)−
s−1∑
l=1

αl

{
X(t− l)−

s−l−1∑
j=0

F s−l−1−jGε(t− s+ 1 + j)

}

= −
s∑

l=1

αlX(t− l) +
s−1∑
l=1

αl

s−l−1∑
j=0

F s−l−1−jGε(t− s+ 1 + j)

これを (18)に代入すると

X(t) = −
s∑

l=1

αlX(t− l) +
s−1∑
l=0

αl

s−l−1∑
j=0

F s−l−1−jGε(t− s+ 1 + j)
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となるが，さらにKj = (F j + α1F
j−1 + · · ·+ αjI)Gとおけば

X(t) = −
s∑

l=1

αlX(t− l) +
s−1∑
j=0

Kjε(t− j)

となり，両辺にHを演算すれば，ARMAモデル

s∑
l=0

αlZ(t− l) =
s−1∑
j=0

Ljε(t− j)

を得る．ただし，Lj = HKjである．

ここで注意すべきことは，得られた ARMAモデルは，両辺とも s =

rm次の方程式となっていることで，ARMA(P,Q)モデルから rm (r =

max(p, q+1))次元の状態ベクトルをもつマルコフ表現に直し，再びARMA

モデルに戻ってくると，かなり大きなモデル，言い換えればかなり冗長

なモデルになってしまう．このような冗長度をどうやって減らすかを次 マルコ

フ性に議論する．

10.3 同定可能性 (Identifiability)

10.3.1 ARMAモデルの同定可能性(Identifiability of ARMAmodel)

同定可能性（identifiability）は，表現の一意性のことである．ARMA(P,Q)

モデルが同定可能なための十分条件としては，一変量のときの条件を拡

張したHannan(Annals of Statistics, 975-981, 1975)によるものが知られ

ている．

定理

Z(t)がARMAモデル

Φ(B)Z(t) = Θ(B)ε(t)

に従うとき，Φ(z) =
∑p

l=0Φlz
l，Θ(z) =

∑q
l=0Θlz

lの係数行列Φ1, · · · ,Φp,Θ1, · · · ,Θq

が一意的に定まるための 1つの十分条件は次の 4条件で与えられる．

1. Σ = Var(ε(t))が正則

2. Φ(z)−1Θ(z)が |z| < 1で解析的で各 zごとに正則行列
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3. Φ(z),Θ(z)がUnimodularの common left divisorを持たない

4. 行列 [Φp,Θq]がフルランク

ここで，U(z)がUnimodularとは

∃V (z) s.t. U(z)V (z) = I

となる多項式行列のことで，ちょうど正則行列に対応する概念である．

例

U(z) =

(
z − 1 z

z z + 1

)
はUnimodularで V (z) =

(
−z − 1 z

z −z + 1

)
Unimodular行列の性質としては

U(z) : Unimodular ⇐⇒ |U(z)| =ゼロでない定数

がよく知られている．また，D(z)が A(z), B(z)の common left divisor(

c.l.d. )とは，∃A1(z),
∃B1(z)

A(z) = D(z)A1(z)

B(z) = D(z)B1(z)

と書けることである．ただし，上の定理の一意性のための条件は実際に

は強すぎる．

例

Z(t) + Φ1Z(t− 1) = ε(t) + Θ1ε(t− 1)で

Φ1 =

(
1
2

0

0 0

)
, Θ1 =

(
1
3

0

0 0

)
とすれば，

Z1(t) +
1

2
Z1(t− 1) = ε1(t) +

1

3
ε1(t− 1)

Z2(t) = ε2(t)

と同等で，この表現は一意である．しかし，

[Φ1,Θ1] =

[
1
2

0 1
3

0

0 0 0 0

]
の階数は 1でm = 2より小さい．より精密な同定可能性の議論にはやは

り状態空間で議論した方が簡単である．

77



10.3.2 状態空間モデルの同定可能性 (Identifiability of State Space

model)

ARMAモデルのときの同定可能性の条件 1，2のもとで，同定可能な

ための必要十分条件は次の (3’)である．

(3’) マルコフ表現したときの F,Gから作った行列

C =
[
G,FG, · · · , F rm−1G

]
がフルランク．ただし r = max(p, q + 1)である．

これは次のようにして示すことができる．

まず，(3’)から同定可能性を示す．まず， EQ3.3-

1
Z(t+ r|t) + Φ1Z(t+ r − 1|t) + · · ·+ ΦrZ(t|t) = 0 (20)

が成立することに注意する．ただし，l > pに対するΦlは 0と定義する．

もし，Φ1, · · · ,Φrが一意に定まらないとすると，あるゼロでないm× rm

行列Aが存在して

AX(t) = 0 .

ただし，X(t)はマルコフ表現したときの状態ベクトルである．すると

0 = E
(
AX(t) ε(t− i)T

)
= AF iGΣ , i = 0, 1, 2, · · ·

つまりAC = 0となり，Cがフルランクであることに矛盾する．ARMA

式の右辺の一意性は ε(t)の直交性より明らか．

逆に，表現が一意であるとすれば (3’)が従う．これは，まずCがフル

ランクでないとすると，vTC = 0となるようなゼロでないベクトル vが

存在する．一方，マルコフ表現より，

X(t) = F i+1X(t− i− 1) +F iG ε(t− i) + · · ·+G ε(t) , i = 0, · · · , s− 1

と表せるので，

E
(
vTX(t)ε(t− i)T

)
= vTF iGΣ

となる．ここで vTC = 0より vTF iG = 0，i = 0, · · · , s − 1であるが，

Cayley-Hamiltonの定理を用いれば

vTF iGΣ = 0 , i = 0, 1, 2, · · ·
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も成立することになる．一方，先にも用いたように

X(t) =
∞∑
l=0

Ψlε(t− l)

と表現できるが，

E
(
vTX(t)ε(t− i)T

)
= vTΨiΣ , i = 0, 1, 2, · · ·

より左辺は 0なので，vTΨiΣ = 0 , i = 0, 1, 2, · · ·．さらにΣが正則であ

ることより

vTΨi = 0 , i = 0, 1, 2, · · ·

であることになり，結局

vTX(t) = 0

を得る．これは Vjを第 j行が (v(j−1)m+1, · · · , vjm)で，他はすべて 0の行

列とすれば
r∑

j=1

VjZ(t+ j − 1|t) = 0 ,

つまり，Φ1, · · · ,Φrの一意性に反する．Φ′
i = Φi +Viという係数を用いた

表現も可能となるからである．

もちろん，上の表現はARの次数 p,MAの次数 qとしたときの表現の

一意性をいっており，0となる係数の存在までは排除していない．つまり

最小表現の保証にはなっていない．

10.3.3 状態空間の最小表現 (Minimum Realisation)

冗長な表現を排除するには，まず状態空間表現での状態ベクトルX(t)

の次元縮小を計る必要がある．状態ベクトル

X(t) =

 Z(t|t)
...

Z(t+ r − 1|t)

 =

 x1(t)
...

xs(t)


を要素ごとに考えたとき，x1(t), · · · , xs(t)のうちに明らかな線形従属性，
たとえば

xj(t) =
h∑

l=1

αlxkl(t) a.s. for any t
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のような関係があれば，xj(t)は状態ベクトルから除いてもよいことに

なる．x1(t), · · · , xs(t)を順に調べて，線形独立な要素だけを取り出して，
xk1(t), · · · , xkh(t)を得たとする．このとき，添字の集合K = {k1, · · · , kh}
について次の定理が成立する．

定理

k /∈ K ならば k +m /∈ K

証明

k /∈ Kならば ∑
jm+i≤k

αijZi(t+ j|t) = 0

となるはずである．条件付確率の性質

E(X|Y ) = E(E(X|Y, Z)|Y )

に注意すれば ∑
jm+i≤k

αijZi(t+ j|t− 1) = 0

が従い，これが任意の tで成立することから∑
jm+i≤k

αijZi(t+ j + 1|t) = 0 .

j′ = j + 1とおけば，これは∑
j′m+i≤k+m

αij′−1Zi(t+ j′|t) = 0 .

つまり，k +m /∈ Kがいえた．

この定理を用いれば，線形独立な要素だけからなる新たな状態ベクトル

X̃(t) =

 xk1(t)
...

xkh(t)


を用いた具体的な状態空間表現を得る．まず，X̃(t)の i番目の要素の条

件付平均E(xki(t)|t− 1)が，次のように xk1(t− 1), · · · , xkh(t− 1)つまり

X̃(t− 1)の要素の線形結合で表現できることを示そう．
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a) ki +m ≤ sで ki +m ∈ Kのとき，

xki+m(t− 1) = E(xki(t)|t− 1)をそのまま用いればよい．

b) ki +m ≤ sで ki +m /∈ Kのとき，

xki+m(t−1) = E(xki(t)|t−1)は X̃(t−1)の要素にはならないがX(t−
1)のki+m番目の要素なので線形従属でxki+m(t− 1) =

∑
kj<ki+m

αijxkj(t− 1)

と表せるはずである．

c) ki +m > sのとき，

E(xki(t)|t− 1)は対応する要素が X̃(t− 1)にもX(t− 1)にも存在し

ないが，方程式Z(t+ r − 1|t− 1) = −Φ1Z(t+ r − 2|t− 1)− · · · −
ΦpZ(t+ r − p− 1|t− 1) を利用すれば，E(xki(t)|t− 1)は X̃(t− 1)

の要素の線形結合で書けるはずである．

これから，

E(X̃(t)|t− 1) = F̃ X̃(t− 1)

と表現できる．Gε(t)がX(t)のイノベーションであることに注意すれば

推移方程式

X̃(t) = F̃ X̃(t− 1) + G̃ε(t)

を得る．観測方程式に関しては

Zi(t) =

{
xkj(t) i = kj ∈ K∑

kj∈K cijxkj(t) otherwise

と表せることに注意すれば

Z(t) = H̃X̃(t)

を得る．

さて，添字集合Kを求めるにはどうしたらよいだろうか．実際に状態

ベクトルの要素の線形独立を調べるのは，関数の線形独立性を調べるこ

とになり，困難である．また，X(t)が観測できないといけない．その代

わりに，共分散行列

C(j) = E(Z(t+ j)Z(t)
T
)から作ったHankel行列

H =


C(0) C(1) · · · C(r − 1)

C(1) C(2) · · · C(r)
...

C(r − 1) C(r) · · · C(2r − 2)
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の各行の線形独立性を 1行目から順に調べ，独立な行の添字だけを取り

出せばKが得られることを以下に示す． EQ3-A

k /∈ K ⇐⇒ xk(t) +
∑
kl<k

αlxkl(t) = 0

⇐⇒ Zi(t+ j|t) +
∑
kl<k

αlZi′(t+ j′|t) = 0

ただし i+mj = k, i′ +mj′ = kl

⇐⇒ Zi(t+ j) +
∑
kl<k

αlZi′(t+ j′) は任意の Zu(t− v)と直交

v = 0, 1, 2, · · · , u = 1, · · · ,m
⇐⇒ Ciu(j + v) +

∑
kl<k

αlCi′u(j
′ + v) = 0 (21)

v = 0, 1, 2, · · · , u = 1, 2, · · · ,m

(21)は v ≥ rに対してはARMAの方程式よりいつでも成立することがわ

かるので，定理に注意すれば

k /∈ K ⇐⇒ Hankel行列の k行目が kl < k 行の線形結

合で表せる．

であることになる．

より具体的にKを取り出すには，Hankel行列を推定しその行を 1行目

から順に取り出して作った部分行列の階数を調べて，階数が増加してい

る限り，その行番号を採用していけばよい．なおKの要素数 hのことを

McMillian degreeと呼ぶこともある．

10.3.4 ARMAモデルの正準表現(Canonical Representation of ARMA

model)

状態空間での最小表現を利用すれば，冗長性のない，よりわかりやす

いARMA表現が得られる．この表現はARMAの最小表現とも再表現と

も呼ばれる．ただし，状態空間表現からARMA表現を以下のように注意

深く導かないと冗長性を増加させる結果となる．

まず，添字集合Kから，行列

S = (sij ; 1 ≤ i ≤ m , 1 ≤ j ≤ r)
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を

sij =

{
1 i+ (j − 1)m ∈ K

0 otherwise

によって作る．先の定理から，この行列の各行は，0要素の右はすべて 0

要素という特別な性質をもつ行列であることがわかる．

例

S =


1 · · · 1 0 · · · · · · · · · 0

1 · · · · · · 1 0 · · · · · · 0
...

1 · · · · · · · · · 1 0 · · · 0



行列 Sの添字 jは状態ベクトルX(t)のブロック番号，iはブロック内

の番号に対応するので，

pi =
∑
j

sij , i = 1, · · · ,m

を作れば，pi は Z(t)の i番目の要素が過去にどこまで依存しているか

を表す次数である．なお，
∑

ij sij = hであるので，h =
∑

i pi であり，

(p1, · · · , pm)はKronecker indicesと呼ばれる．

なお，以下では p1 ≤ p2 ≤ · · · ≤ pmであるとする．こうしても，Z(t)

の要素を並べ換えればよいので，一般性を失わない．このとき，Sは上

の例のように階段行列になっていることを注意しておく．

定理

Kronecker indices (p1, · · · , pm)を用いた表現

Zi(t+ pi|t) =
pi∑
l=0

dl(i)
TZ(t+ pi − l|t) , i = 1, · · · ,m

が成立する．ただし，dl(i)はm次元ベクトルであり，特に d0(i)は pi > 0

ならば 0ベクトル，pi = 0ならば i番目以降の要素がすべて 0であるm次

元のベクトルである．
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証明

pi = 0のとき，i /∈ Kであるので，

Zi(t+ pi|t) = Zi(t|t) =
∑
kj<i

cijxkj(t)

と表せるはずである．しかも kj < i ≤ mであることより，xkj(t)はすべ

てZ(t|t)の i番目の要素より手前の要素に対応する．従って，d0(i)は i番

目以降の要素がすべて 0のベクトルとなる．

pi > 0ならば，Zi(t + pi|t)は行列 Sの第 i行第 pi + 1列に対応するの

で，この要素が 0であることより，線形従属となり，しかも，Sが階段行

列であるので，Zj(t+ pi|t)，j ≤ iに対応する Sの要素はすべて 0．これ

はZi(t+ pi|t)はZ(t+ pi − l|t)，l = 1, · · · , piの要素の線形結合で表せる
ことを意味する．つまり，

Zi(t+ pi|t) =
pi∑
l=1

dl(i)
TZ(t+ pi − l|t) , i = 1, · · · ,m

のような表現を得る．

この定理から，p = max(p1, · · · , pm)，

Dl =

 dl(1)
T

...

dl(m)T

 , l = 0, · · · , p

とおけば，Dlは階段行列で，これを用いて

Z(t+ p|t) =
p∑

l=0

DlZ(t+ p− l|t)

と表現できる．ここで，D0は下三角行列で，対角線がすべて 0であるこ

とに注意すれば (I −D0)
−1が存在し，下三角行列となるので，

D̃l = (I −D0)
−1Dl

はDlと同じ形の階段行列であり，

Z(t+ p|t) =
p∑

l=1

D̃lZ(t+ p− l|t) .
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これをより詳しく眺めれば

Zi(t+ p|t) =
pi∑
l=1

(D̃l)ijZj(t+ p− l|t) , i = 1, · · · ,m

の形となっていることがわかる．さらに tでの条件付をはずせば，正準

ARMA表現

Zi(t+ p) =

pi∑
l=1

(D̃l)ijZj(t+ p− l) +

qi∑
l=0

(Ẽl)ijεj(t+ p− l)

を得る．

11 状態空間モデルにもとづく予測と推定(Kalman

Filter)

状態空間モデルは，その表現をうまく利用すると逐次的な計算で，状

態ベクトルの予測や推定，パラメータの推定が効率よく行える．以下で

は，一般形

X(t) = FX(t− 1) +Gv(t)

Z(t) = HX(t) + w(t)

を考える．また，以下では特に定常性は仮定しない．F,G,Hが時間 tに依

存してもよい．なお，{v(t)}, {w(t)}は独立な系列で，それぞれN(0, Q), N(0, R)

に従うとする．さらに，∀s < tに対して v(t)とX(s)は独立，w(t)とX(s)

も独立であるとする．もちろん，v(t), w(t)はそれぞれZ(s), s < tとも独

立である．

11.1 一期先予測 (one step ahead prediction)

t − 1時点までの観測 Z(t − 1), Z(t − 2), · · · にもとづくX(t)の最良予

測，つまり，平均 2乗誤差

E∥X(t)− f(Z(t− 1), Z(t− 2), · · · )∥2
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を最小にする f(Z(t− 1), Z(t− 2), · · · )は，Z(t− 1), Z(t− 2), · · · から生
成された σ-集合体F t−1に関する条件付平均値

X(t|t− 1) = E(X(t)|F t−1)

で与えられることは，以前に述べた通りである．ここで，条件が {X(t)}
に関してではなく {Z(t)}に関してであることに注意されたい．従って
Z(t|t) = Z(t)であるが，X(t|t)とX(t)は一致しない．今，X(t− 1|t− 1)

が得られているものとすれば，推移方程式の両辺のF t−1に関する条件付

平均値をとって，予測方程式 EQ3.4-

1
X(t|t− 1) = FX(t− 1|t− 1) (22)

を得る．ただし，ここで

E(v(t)|F t−1) = E(E(v|t)|Gt−1)|F t−1) = 0

を用いた．また，Gt−1はX(t− 1), X(t− 2), · · · から生成された σ集合体

で Gt−1 ⊃ F t−1である．さらに，条件付共分散は EQ3.4-

2
V (t|t− 1) = Var(X(t)|F t−1) (23)

= E
(
(X(t)−X(t|t− 1))(X(t)−X(t|t− 1))T |F t−1

)
= FV (t− 1|t− 1)F T +GQGT

によって予測できる．

11.2 カルマンフィルター (Kalman filter)

工学では「現在の観測値から，すでに定まっている値を求める」とい

う意味で，推定をフィルターと呼ぶことが多い．カルマンフィルターは，

この意味で，t時点で新たな観測 Z(t) が得られたとき，一期先予測で求

まっていたX(t|t − 1), V (t|t − 1)を利用してX(t|t)や V (t|t)の形での更
新を行う効率的な方法と理解できる．

今，ξ(t) = Z(t)− Z(t|t− 1)，η(t) = X(t|t)−X(t|t− 1)とおくと，正

規性の仮定から，X(t|t)は行列係数を用いたZ(t), Z(t− 1), · · · の線形結
合で表現できるはずであるが，これはさらに ξ(t), ξ(t− 1), · · · の線形結合
で表せる．つまり，

X(t|t) =
∞∑
k=0

A
(t)
k ξ(t− k)
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なる表現をもつ（直交分解）．この両辺のF t−1での条件付平均をとれば

X(t|t− 1) =
∞∑
k=1

A
(t)
k ξ(t− k)

となるので

X(t|t)−X(t|t− 1) = A
(t)
0 ξ(t)

を得る．この係数行列は次のようにして求まる．

η(t) = A
(t)
0 ξ(t)

より，

E(η(t)ξ(t)T |F t−1) = A
(t)
0 E(ξ(t)ξ(t)T |F t−1)

左辺は，

E(η(t)ξ(t)T |F t−1) = E(η(t)η(t)T |F t−1)H
T + E(η(t)w(t)T |F t−1)

= V (t|t− 1)HT

となり，同様にして

E(ξ(t)ξ(t)T |F t−1) = HE(η(t)η(t)T |F t−1)H
T + E(w(t)w(t)T |F t−1)

= HV (t|t− 1)HT +R

を得る．従って，

A
(t)
0 = V (t|t− 1)HT (HV (t|t− 1)HT +R)−1 .

この行列はカルマンゲインと呼ばれ，Ktで表されることが多い．結局，

X(t|t− 1)からX(t|t)を求める式 EQ3.4-

3
X(t|t) = X(t|t− 1) +Ktξ(t) (24)

= X(t|t− 1) +Kt(Z(t)−HX(t|t− 1))

が得られる．また条件付分散は EQ3.4-

4
V (t|t) = (I −KtH)V (t|t− 1) (25)

で V (t|t − 1)から求まる．この式 (25)を確かめるには，次の補題を用い

る．
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補題

X，Y をそれぞれベクトル値をとる確率変数とし，
(

X
Y

)
が多変量正規

分布に従うとすると，Xの条件付平均と条件付分散は

E(X|Y ) = E(X) + ΣXYΣ
−1
Y Y (Y − E(Y )) ,

Var(X|Y ) = ΣXX − ΣXYΣ
−1
Y YΣY X

で与えられる．ただし，ΣXX ,ΣY Y はそれぞれX, Y の分散行列，ΣXY は

X,Y の共分散行列，ΣY XはY,Xの共分散行列である．このVar(X|Y )は

いわゆる Y を介した間接的な相関を除いた相関を表すXの偏共分散にほ

かならない．

この補題でXをX(t)，Y をZ(t)と考えれば，Var(X|Y )がV (t|t)，Var(X)

が V (t|t− 1)に対応する．従って，

V (t|t) = V (t|t− 1)− Cov(X(t), Z(t)|t− 1)Var(Z(t)|t− 1)−1Cov(Z(t), X(t)|t− 1)

を得る．ここで，

Cov(X(t), Z(t)|t− 1) = Cov(X(t), X(t)|t− 1)HT

= V (t|t− 1)HT

Var(Z(t)|t− 1) = Var(ξ(t)|t− 1)

= HV (t|t− 1)HT +R

であるので，Ktの定義を思い出せば (25)が従うことはすぐわかる．

(24)と (25)を合わせてカルマンフィルターと呼ばれる．3.4.1の一期

先の予測，推定の式 (22)と (23)と組み合わせれば，X(t − 1|t − 1)と

V (t− 1|t− 1)から，新たな観測値Z(t)にもとづいて，X(t|t)，V (t|t)を
簡単に更新できることになる．

11.3 スムーザー (smoother)

これまでの話は，観測が行われた最後の時間，あるいはその 1つ先の

時間の状態ベクトルや条件付分散を求める方法であったが，場合によっ

ては，それより前の時間に関して同様のことを行いたいこともある．こ

のような演算を工学では平滑化（スムージング）と呼ぶことが多い．
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a) 固定点スムーザー

Z(t), Z(t−1), · · · が観測されたとき，時点 k ≤ tに対するX(k|t)や
V (k|t)を求めるのが固定点スムーザーである．カルマンフィルター
のときと同じように

X(k|t) =
∞∑
l=0

Bk,t
l ξ(t− l)

と表せるので，

X(k|t)−X(k|t− 1) = Bk,t
0 ξ(t)

となる．従って，

E
(
Bk,t

0 ξ(t)ξ(t)T |F t−1

)
= E

(
(X(k|t)−X(k|t− 1))ξ(t)T

)
= E

(
X(k|t)ξ(t)T

)
= E

(
X(k)ξ(t)T

)
= E

(
X(k)(X(t)−X(t|t− 1))T

)
HT

となり，この右辺をΩ(t|t− 1, k)HT とおけば，

Bk,t
0 = Ω(t|t− 1, k)HT

[
HV (t|t− 1)HT +R

]−1

を得る．これをAt(k)とおきなおせば，

X(k|t) = X(k|t− 1) + At(k)ξ(t)

= X(k|t− 1) + At(k)(Z(t)−HX(t|t− 1))

によって，観測値 Z(t)が新たに得られるごとに，X(k)の平滑値

X(k|t − 1)をX(k|t)に更新できる．X(t|t − 1)を求めるには 3.4.1

の結果を用いればよい．V (k|t)の更新方程式は

V (k|t) = V (k|t− 1)− Ω(t|t− 1, k)HT
[
HV (t|t− 1)HT +R

]−1
HΩ(t|t− 1, k)T ,

となる．ただし，

Ω(t|t− 1, k) = Ω(t− 1|t− 2, k) [I −Kt−1H]T F T , t > k

Ω(k|k − 1, k) = V (k|k − 1) .

の関係があるので，t− 1時点でのΩ(t− 1|t− 2, k)からΩ(t|t− 1, k)

が求まる．この証明は演習問題．
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b) 固定区間スムーザー

一期先予測やカルマンフィルターによって状態ベクトルや条件付分

散の推定を逐次的に更新して，時点Nに達した時点で，このスムー

ザーを用いれば過去のX(t)や V (t|t), t ≤ N をさらに更新して精密

にできる．

a)の結果を用いれば，

X(t|N) = X(t|N − 1) + AN(t)ξ(N)

= X(t|N − 2) + AN−1(t)ξ(N − 1) + AN(t)ξ(N)
...

= X(t|t) + At+1(t)ξ(t+ 1) + · · ·+ AN(t)ξ(N) .

一方，同様にして，

X(t+ 1|N) = X(t+ 1|t) + At+1(t+ 1)ξ(t+ 1) + · · ·+ AN(t+ 1)ξ(N)

が成立するが，係数行列Al(t)とAl(t+ 1)の間には

Al(t) = V (t|t)F TV (t+ 1|t)−1Al(t+ 1) , ∀l > t

の関係がある．

（証明は演習問題，ヒント：

E
(
X(t)− V (t|t)F TV (t+ 1|t)−1X(t+ 1)

) (
ξ(t+ j)T

)
= 0 , ∀j > 0

をいえばよい．これをいうには

A(t) = V (t|t)F TV (t+ 1|t)−1

とおいて，

E
(
(X(t)− A(t)X(t+ 1))(X(t+ j)−X(t+ j|t+ j − 1))T

)
= 0 , ∀j > 0

が成立することをいえばよいが，まず，j = 1のときを証明し，j = 2

の場合は，

X(t+ 2)−X(t+ 2|t+ 1) = F (X(t+ 1)−X(t+ 1|t))
−FKt(w(t+ 1) +H(X(t+ 1)−X(t+ 1|t))
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のように書き換えられることから，j = 1の場合に帰着すればよい．

あとは帰納法である）

これを利用すれば

X(t|N) = X(t|t) + A(t)(X(t+ 1|N)−X(t+ 1|t)) , t ≤ N

を得る．分散共分散行列に関する更新方程式は

V (t|N) = V (t|t) + A(t)(V (t+ 1|N)− V (t+ 1|t))A(t)T , t ≤ N

で与えられる．この証明も演習問題．

11.4 尤度とパラメータ推定 (likelihood and parameter

estimation)

これまでの話は，状態空間モデルのパラメータである F,G,H,R,Qは

すべて既知としてきた．しかし，実際にはこれらのパラメータを推定す

る必要がある．その方法として広く用いられる方法で，しかもそのよさ

が保証されている方法が最尤法である．

今，観測値Z(1), Z(2), · · · , Z(n)が得られたとしたとき，尤度はこの観測
値に対する密度関数の値として定義される．前節までは，Z(t), Z(t−1), · · ·
によって生成される σ集合体をF tとしたが，ここでは，Z(t), · · · , Z(1)
で生成される σ集合体をF tとして ξ(t) = Z(t)−E(Z(t)|F t−1)とすれば，

尤度は ξ(t), ξ(t− 1), · · · , ξ(1)の密度関数の値と同等で，

f =
n∏

t=1

1√
2π

|Σt|−
1
2 exp

(
−1

2
ξ(t)TΣ−1

t ξ(t)

)
となる．ただし，Σt = Var(ξ(t)|t−1) = HV (t|t−1)HT+Rである．厳密に

いえば，この尤度はZ(1)を与えたときの条件付尤度であり，ξ(1) = Z(1)

と定義しておく．具体的に最尤推定量を得るには，f あるいは log f の未

知パラメータ F,G,H,R,Qに関する最大化問題を解くことになる．もち

ろん解析的にきれいな形で解くことはできないので，数値計算に頼るこ

とになるが，その段階で，前節までのカルマンフィルター，スムーザを

活用することになる．
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