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混合空間自己回帰モデル

混合回帰空間自己回帰(MRSAR)モデル

𝒛 = 𝜆𝑊𝒛 + 𝑋𝜷 + 𝜺

𝜺 ∼ 𝑁(𝟎, 𝜎2𝐼)

◼ 空間重み行列𝑊
➢ 空間内の 2 地点 𝑖, 𝑗に依存関係がある場合，それに対応す

る要素を𝑤𝑖,𝑗 ≠ 0で与え，依存関係がない場合，要素を 0 

とする行列
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よく使われる空間重み行列𝑊

⚫ 隣接行列

⚫ 距離の逆数を要素とする行列
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𝑊の設定
帯行列のクロネッカー積
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Lee(2004)の条件
 最尤法によるパラメータ推定で，8つの条件が必要

✓ 𝜺は 𝑁(𝟎, 𝜎2 𝐼)にしたがう

✓ 𝑊の 𝑖, 𝑗 成分𝑤𝑖𝑗 は一様に𝑂 1/ℎ𝑛

✓ lim inf
𝑛→∞

ℎ𝑛 > 0かつ lim
𝑛→∞

ℎ𝑛/𝑛 = 0

✓ 𝑆 𝜆 = 𝐼 − 𝜆𝑊は正則行列

✓ 𝑊と 𝑆 𝜆 −1は行和と列和に関して一様に有界

✓ 𝑋の任意の成分は 𝑛に関して一様に有界であり， lim
𝑛→∞

𝑋𝑇𝑋/𝑛

が存在して正則行列

✓ Λを 𝑅のコンパクト集合，𝜆0を Λの内点とする． Λ上で
𝑆 𝜆 −1は 𝜆および 𝑛に関して一様に行和および列和が有界

✓ lim
𝑛→∞

𝑋,𝑊𝑆−1𝑋𝛽0
𝑇 𝑋,𝑊𝑆−1𝑋𝛽0 /𝑛が存在して，正則行列
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𝑆 𝜆 の正則性

 det(𝑆 𝜆 ) = det(𝐼 − 𝜆𝑊) ≠ 0

⇔ 𝜆は𝑊の固有値の逆数ではない

𝑊の固有値

𝜉𝒋 𝑊 ≈ 

𝒌∈𝐾

𝑤𝒌 exp 𝑖𝝎𝒏,𝒋
𝑇 𝒌

𝜔𝑛ℓ,𝑗ℓ =
2𝜋𝑖 𝑗ℓ − 1

𝑛ℓ
, 𝑗ℓ = 1,2, … , 𝑛ℓ

◼ 𝑊が対称なら，𝜉𝒋 𝑊 はすべて実数

◼ 𝑛が増えるほど，固有値の数は増える
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𝑆 𝜆 の正則性

𝑊の固有値が存在する範囲

𝜉𝒋 𝑊 < 

𝒌∈𝐾

|𝑤𝒌|

◼ 𝑛が増えるほどこの範囲内に密に固有値が存在

 W  が対称行列の場合，

𝑆(𝜆)が正則になるための十分条件

𝜆 <
1

σ𝒌∈𝐾 |𝑤𝒌|

◼ 固有値に関係ない範囲
◼ 下側は実際には少し広い範囲
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例）

 2つ隣まで依存関係あり（𝑘 = ±1,±2）

𝑤1 = 𝑤−1 = 2,𝑤2 = 𝑤−2 = 1
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𝜉 = 

𝑘=−2

2

𝑤𝑘 exp(2𝜋𝑖𝑥𝑘)

0 ≤ 𝑥 < 1

𝜉𝑗 = 

𝑘=−2

2

𝑤𝑘 exp
2𝜋𝑖 𝑗 − 1 𝑘

𝑛

𝑛 = 50

-3

−
1

3
< 𝜆 <

1

6𝑆(𝜆)が絶対正則な範囲



範囲外では何が起きるか

 𝑆(𝜆)が非正則な点では尤度が－∞

◼ 非正則な点の付近でも

→最尤推定量が求まらない

መ𝜆だけでなく，𝜷，𝜎2も
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範囲内なら

 𝑧𝒗 は漸近定常

◼ {𝑧𝒗, 𝒗 ∈ 𝑁𝑛1,𝑛2}が漸近定常

➢ 𝑁𝑛1,𝑛2 = { 𝑣1, 𝑣2 ; 𝑣1 ≤ 𝑛1, 𝑣2 ≤ 𝑛2}

ある 𝛾𝒗, 𝒗 ∈ 𝑅2 が存在して，任意の 𝜀 > 0に対し，ある(𝑁1, 𝑁2)が存在

して，すべての 𝒗, 𝒗′ ∈ 𝑁𝑛1,𝑛2と 𝑛1 ≥ 𝑁1, 𝑛2 ≥ 𝑁2 に対して

𝛾𝒗,𝒗′ − 𝛾𝒗−𝒗′ < 𝜀

 一致性，漸近正規性，漸近有効性をもつ推定量を

求められる
◼ Rikimaru and Shibata(2016) を活かして証明可能

➢ 定常過程におけるSARモデルの新しい近似尤度の提案

➢ 一致性，漸近正規性，漸近有効性をもつことを証明
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結論

𝑊 が帯行列のクロネッカー積で対称の場合，

𝜆 <
1

σ𝒌∈𝐾 |𝑤𝒌|

の範囲内なら安全に推定できる

◼𝑊の固有値を求めなくても求まる範囲

◼しかも良い推定量が得られる

範囲外の場合，注意しなければならない

◼ 𝜷も含め，推定が信用できない可能性
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